Chapitre 10: Comportements asymptotiques

1 Limite d’une fonction a I’'infini

A) Introduction

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a; +00[ ot a est un réel et C sa courbe représentative dans un repére. On s’intéresse
ala limite de f lorsque x tend vers +o0o, c’est & dire au comportement des réels f(x) lorsque x prend des valeurs aussi grandes
que l'on veut.

B) Limite réelle a I’infini et asymptote horizontale
Définition:

S’il existe un réel | tel que pour tout x assez grand, f(x) est aussi proche de | que l’on veut, alors | est la limite en +oo de f
et on note :

lim f(x) =1

T—+00
On dit que la fonction f tend vers le réel | en +oo.

Remarque:
On définit de maniére similaire, si elle existe, la limite | d’une fonction f en —oo.

Exemple: 1
Soit f la fonction inverse définie pour tout réel x non-nul par f(x) = —.
T

o Les réels f(x) sont dans l'intervalle ]0;0,001[ pour x > 100, A\
on dit que f a pour limite 0 en +oo et on note : | \\\
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o Les réels f(x) sont dans lintervalle | —0,001; 0] pour x < —100, *\W —fo0 100 200 300
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on dit que f a pour limite 0 en —oco et on note - \ N 001
\
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Définition:
Sl existe un réel | tel que :

lim f(z)=1

r—+00

alors la droite d’équation y =1 est une asymptote 4 la courbe C en +oo. Cette asymptote est dite horizontale.

Interprétation graphique :
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M et P sont les points d’abscisses x situés respectivement sur la courbe C et sur la droite d d’équation y = [. Dire que d est
une asymptote a la courbe C en +oo signifie que la distance M P tend vers 0 lorsque x tend vers +oco.

Remarque:
On définit de maniére similaire, si elle existe, une asymptote horizontale a la courbe C en —oo.
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C) Limite infinie 4 ’infini et asymptote oblique
Définition:
Lorsque pour tout réel M et pour tout x assez grand, f(x) est plus grand que M, on dit que la limite de f en +o0o de f est

+o00 et on note :
o F(7) = oo

Lorsque pour tout réel M et pour tout x assez grand, f(x) est plus petit que M, on dit que la limite de f en 400 de f est
—0o0 et on note :

e [ (0) = o0

Remarque:
On définit de méme une limite en —oo qui tend vers —oo ou +00.

Exemple:
Soit f la fonction carré définie pour tout réel x par f(x) = 2.
o Les réels f(x) sont dans lintervalle 11000; +oo[ pour x > 100, on dit que f a pour limite +00 en +00 et on note :

lim z° =400
r—+o00

o Les réels f(x) sont dans Uintervalle | — co; —1000] pour x < —100, on dit que f a pour limite +00 en —oo et on note :

lim 2% = +o00
r——00

Définition:
a et b sont deux réels avec a # 0. C est la courbe d’une fonction f dans un repére. Lorsque :

lim [f(z) —(ax+b)] =0

T—r+00

On dit que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe C en +oo.

Interprétation graphique :

M et P sont les points d’abscisses z situés respectivement sur la courbe C et sur la droite d d’équation y = ax + b. Dire que
d est une asymptote oblique & la courbe C en +oo signifie que la distance M P tend vers 0 lorsque x tend vers —+oo.

Remarque:
On définit de maniére similaire, si elle existe, une asymptote oblique a la courbe C en —oo.



2 Limite d’une fonction en un réel

A) Introduction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de I ou une borne de I et C sa courbe représentative dans un
repére. On s’intéresse a la limite de f en a, c’est & dire au comportement des réels f(x) lorsque x prend des valeurs aussi
proches de a que 'on veut.

B) Limite finie en a
Définition:

Soit | un réel. On dit que la limite de f en a est l, si lorsque x tend vers a, f(x) est aussi proche de l que ’on veut. On note :

lim f(z) =1

r—a

Exemple:
Soit f la fonction affine f(x) = —5x + 1. La limite de f en 2 est 9 :

lim /(x) = £(9) = 9

r—2

C) Limite infinie en a et asymptote verticale

Définition:
On dit que la limite de f en a est +00 si, lorsque x tend vers a, f(x) est aussi grand que l’on veut et on note :

lim f(x) =400

r—a

Exemple: 1
Soit f la fonction inverse définie pour tout réel non-nul x par f(x) = —.
x

o Les réels f(x) sont dans lintervalle ]100; +o00[ pour 0 < x < 0,01, on dit que f a pour limite +00 a droite en 0 et on note :

.1 . 1
lim — =400 ou lim — =400
r—0t T r—=0 T

x>0

o Les réels f(x) sont dans Uintervalle | — 0o; —100[ pour —0,01 < x < 0, on dit que f a pour limite —oo & gauche en 0 et on
note :

lim — = —o00 o Iim - =-00
r—0— T =0 x
<0

Définition:
Soit a un réel et C la courbe représentative de la fonction f dans un repére. Lorsque la limite (& droite ou a gauche) de [ en
a est +00 ou —oo, on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale & la courbe C.

Interprétation graphique :
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Ici la droite d d’équation z = 2 est une asymptote verticale & la courbe C. On a :

lim f(z) =400 et lim f(x) =+4oc

T2 r—2+1
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3 Reégles opératoires

A) Bornes de ’ensemble de définition

Lorsque I’ensemble de définition D d’une fonction f est un intervalle ou une réunion d’intervalles, on appelle bornes de D les
extrémités de ces intervalles. On étudie, en général, la limite de la fonction f en chacune des bornes de D qui n’appartiennent

pas a D.

Exercice:

f est la fonction définie sur D =] — oo;2[U]2; +00[. On étudie les limites de f auz bornes de D, c’est a dire en —o0 ou en

+00.

B) Limites d’une somme, d’un produit, d’un quotient de fonctions

Soit f et g deux fonctions dont on connait la limite en un réel a (ou en —oo ou en +00). La question légitime que 1’on peut

se poser est :

Les fonctions f+ g, f X g et i ont-elles une limite et si oui quelle est-elle 7
g

1) Limite d’une somme

Théoréme:

Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels et a est soit un réel soit —oo ou soit +0o.

Si la limite de f en a est l l l 400 | —00 | +00
et la limite de g en a est U 400 | —00 | +00 | —00 | —00
alors la limite de (f +g) enaest | |+1' | +o0 | —00 | 400 | —c0 | FI

FI signifie forme indéterminée, c’est a dire qu’on doit effectuer une étude particuliére pour déterminer la limite de (f +g).

Exercice:

lim 2% =400 et
rT—r—00

1
lim — =0 donc
r——00 I

xT

lim —3z+4+2=—-00 et lim —/z = —00 donc

r—+00 r—+00

lim vz =0 et

1
lim — =400 donc
0+ T

z—0t T—

2) Limite d’un produit

Théoréme:

li
—

— 00

1
m z?+ =
T

+oc

lim —3z+2—+r=—-c0
r—+00

1
lim vz 4+ = =
r—0Tt T

Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels et a est soit un réel soit —oo ou soit +0oo.

o0

Si la limite de f en a est L {I>0]|1>0]|1<0|I<0]| 400|400 | —0c0| O
et la limite de g en a est V'] 400 [ =00 | 400 | =00 | 400 | —0 | —0 | To
alors la limite de (f x g) ena est | ' | +00 | —00 | —o0 | +00 | 400 | —00 | 400 | FI
Exercice:
lim z =400 et lim —2? =—0c0 donc lim —22yz = —o00
z—+00 z—+o0 T—+00
. 1 . 1 . 1 1
lim 24 —-=2 e lim 3+ —-=3 donc lim 2+ —-)B3+—-)=6
3) Limite d’un quotient
On distingue ici deux cas :
- | le dénominateur a une limite non-nul :
Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels et a est soit un réel soit —oo ou soit +00.
Si la limite de f en a est l l 400 400 —00 —00 | Too
et la limite de genaest |1I'#0| Too [I/'>0|VU<0[1I'>0][01'<0] oo
[
alors la limite de i en a est 7 0 400 —00 —00 400 FI
g




Exercice:

1
lim vz =400 et lim —24 - =-2 donc lim = —00
T—-+00 T—-+00 x T—+400 1
o4 =
- |1e dénominateur a une limite nul : |
Théoréme:
Dans le tableau suivant, | est un réel non-nul et a est soit un réel soit —oo ou soit +oo.
Si la limite de f en a est [>0]|1l>0|1l<0]|l<0] O
et la limite de g en a est 0t 0~ 0t 0~ 0
alors la limite de i enaest| +oo | —o0 | —0 | +oo | FI
g
Exercice:
2 7
lim 2 =0T et lim 2x+7=7 donc lim s = +00
z—0+ 0+ z—+oo /T

C) Formes indéterminées

D’aprés ce qui a été vu précédemment, on compte quatre formes indéterminés :

”OO _ OO?? ”0 >< Oo” -

Dans ce cas, il faut faire une étude particuliére pour "lever I'indétermination".

Nous allons ici étudier de facon général les limites & 'infini des fonctions polynémes et rationnelles pour lever immédiatement
les éventuelles indétermination.

D) Limites a 'infini des fonctions polynoémes

Théoréme:
La limite d’une fonction polynéme en +o0o (ou en —oo) est celle de son mondome de plus haut degré.

Exercice:
Soit la fonction polynéme f(x) = 5x> — 7% + 3x — 8, son mondme de plus haut degré est 5z :

lim 52° = +00 donc  lim f(x) = +o0
T——+00 T——+00

E) Limites a l’infini des fonctions rationnelles

Théoréme:
La limite d’une fonction rationnelle en +o0o (ou en —o0) est celle du quotient des mondmes de plus haut degré.

Exercice: 5% — 722 4 37— 8

Soit la fonction rationnelle f(x) = 62112 , son mondme de plus haut degré au numérateur est 5x° et son mondme
—6z

de plus haut degré au dénominateur est —6z* :

Pourxz #0 E——i et lim —3—0 donc  lim f(zx)=0
T 622 62 zotoo 6 z—Fo00 N



