Chapitre 4: Applications du produit scalaire

1 Produit scalaire et équation de droite

Théoréme:
Dans un repére quelconque du plan,

o Toute droite a une équation de la forme ax + by 4+ ¢ = 0.

o Le vecteur U (—b;a) est un vecteur directeur.

Exemple:
Le point A(7;2) appartient o la droite d’équation 2x — 5y — 4 = 0, de vecteur directeur 7(5; 2). En effet,

2Xx7-5x2-4=0
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L’équation réduite de cette droite est y = T

Définition:

%
Un vecteur 10 est normal & une droite (d) si 7 # 0 et que la direction de T est orthogonale a celle de la droite (d).
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Remarque:

Un, vecteur normal 70 d’une droite (d) est orthogonal & tout vecteur directeur de (d). Si A est un point de la droite (d), alors
la droite (d) est I’ensemble des points M tels que : .
AM -7 =0



Théoréme:
Dans un repére orthonormal,

e Si(d) est une droite qui a une équation de la forme ax + by + ¢ =0, (a;b) # (0;0) alors le vecteur 7 (a;b) est un vecteur
normal a (d)

o Si un vecteur non-nul 7 (a;b) est normal & (d) alors (d) a une équation de la forme ax + by + ¢ = 0.

Exemple:
Dans l'exemple précédent, le vecteur 7(2; —5) est un vecteur normal & la droite d’équation 2o — 5y —4 = 0.
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Démonstration:
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D’apres le théoreme précédent, U (—b;a) est un vecteur directeur de (d) et @ -7 = —bx a+axb=0 donc U et 1 sont
orthogonauz.
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D’apreés la remarque précédente, (d) est Uensemble des points M(x;y) tels que AM - W = 0. On pose A(x4;ya4), on obtient :

—
AM - W =05 (x—za)a+ (z—ya)b=0< az + by + (—axs — bya) =0
Conclusion : (d) a une équation de la forme ax + by + ¢ =0 avec ¢ = —axg — bya.

Théoréme:
Dans un repére orthonormal, les droites (d) et (d') ont pour équation respectives ax + by +c=0 et 'z +by+c =0.

(d) et (d') sont perpendiculaires si et seulement si aa’ + bb' =0

2 Produit scalaire et triangle

Formule d’Al Kashi

Théoréme:
Dans le triangle ABC ci-dessus, on a :

e a2 =1021+c— 2bccos A
e b2 =a2+c%—2accos B
o 2=a2+b2—2abcosC

Démonstration:
En exercice...



Théoréme de la médiane

Théoréme:
ABC est un triangle et I est le milieuw de [BC], alors :

AB? + AC? = 2AI% + %BC’Q

Démonstration:
En exercice...

3 Produit scalaire et cercle

Théoréme:

Le cercle de diamétre [AB] est l’ensemble des points M tels que m -MA=0

Démonstration:
C est le cerce de centre O et de diameétre [AB].

o Le cercle C privé des points A et B est l’ensemble des
points M tels que AM B est un triangle rectangle en M
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Propriété:

Dans un repére orthonormal,

(x—a)®>+ (y—b)?=r?

est une équation du cercle C de rayon r et de centre I(a;b).

Démonstration:
En exercice...

4 Produit scalaire et trigonométrie

Théoréme:

Pour tous réels a et b :

e cos(a—b)=cosacosb+ sinasinb

e cos(a+b)=cosacosb— sinasinb

e sin(a —b) = sinacosb— cosasinb
(a+0b)

o sin(a-+b)=sinacosb-+ cosasinb

Démonstration:
En exercice...

Théoréme:
Pour tous réels a et b :

2 2

e cos2a =cos?a — sin?a =2c0s2a—1=1—2sin%a

® sin 2a = 25in a cos a

Démonstration:
En exercice...
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