Chapitre 5: Dérivation

1 Nombre dérivé et tangente

a) Nombre dérivé d’une fonction en un point
Définition:

f est une fonction définie sur un intervalle I, a et a + h sont deux nombres réels de I avec h # 0.
fla+h)— fla)

) tend vers un réel L, ce que l'on écrit :

Dire que f est dérivable en a signifie que lorsque h tend vers 0,

lim M =T
h—0 h

Ce réel L est appelé le nombre dérivée de f en a et on le note f'(a).
Exemple:

f est la fonction définie sur R par f(z) = 22> — 5z + 4. On va démontrer que f est dérivable en —1 et déterminer de méme
le nombre dérivée en —1.

Pour tout réel h # 0,

F(=14h)— f(=1)  2(=1+h)?>—5(-1+h)+4—[2(-1)> - 5(—1) + 4]
h B h
2h% —9h
= 2h—-9

Si h tend vers 0, alors 2h — 9 tend vers —9 et

finy h

Conclusion : f est dérivable en —1 et f'(—1) = —9.

b) Tangente a la courbe d’une fonction

f est une fonction définie sur un intervalle I et dérivable en un réel a de I.

Cy est sa courbe représentative dans le repére ci-dessous, A et M sont les points de Cy d’abscisses a et a + h avec h # 0.
Le coefficient directeur de la droite (AM) est

fla+h)—f(a) _ flath)—f(a)

(a+h)—a h

fla+h) - f(a)

géométriquement la droite (AM) a pour position limite la droite

Lorsque h tend vers 0, tend vers un réel f'(a) et

flath) Femrmmemmee NG rmmenmeees T - T qui passe par A et de coefficient directeur f’(a).
fla) geesmereemeeeened Définition:
f est une fonction définie sur un intervalle I et dérivable en un
réel a de I

Dans un repére, la tangente a la courbe représentative de la fonc-
tion f au point d’abscisse a est la droite qui passe par A et de
coefficient directeur f'(a). L’équation réduite de cette tangente est

y = f'(a)(z —a) + f(a)
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2 Fonction dérivée

Définition:

f est une fonction définie sur un intervalle I.

Dire que f est dérivable sur I signifie que f est dérivable en tout réel de I.

La fonction dérivée de f est le fonction qui a tout réel x associe f'(x). Cette fonction est notée f’.

3 Deérivées des fonctions usuelles

Propriété: (fonction trindéme)
f est la fonction définie sur R par f(x) = ax® + bz + c.
f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = 2ax+ 0.

Propriété: (fonction puissance)
f est la fonction définie sur R par f(x) =x" ot n € N*
f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x)=nz""'.

Propriété: (fonction inverse) 1
f est la fonction définie sur R* par f(xz) = —.

x
f est dérivable sur R* et pour tout réel x # 0,

Propriété: (fonction racine carré)
f est la fonction définie sur [0;+oo| par f(x) = \/z.

1
f est dérivable sur|0;+o00[ et pour tout réel x >0, f'(x)=

=77

Propriété: (fonctions trigonométriques)
Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et pour tout réel x, sin’(x) = cos(x)

4 Opérations sur les dérivées

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Théoréme:

e La fonction Au ot X est une constante réel, est dérivable sur I et (Au) = Au’.
e La fonction u + v est dérivable sur I et (u+v) =u' +v'.

e La fonction uv est dérivable sur I et (uv) = u'v + uwv'.

Conséquence :
Toute fonction polyndme est dérivable sur R.

Théoréme:
Si pour tout réel x de I, v'(x) #0 , alors :

1 1\’ v
o — est dérivable sur I et (—) =—-=.
v v v
U . uw\’ uv—vu
o — est dérivable sur I et (—) =—F.
v v v

Conséquence :

et cos'(x) = —sin(x).

Toute fonction rationnelle (quotient de deux polynoémes) est dérivable sur son domaine de définition.

Théoréme: (admis)
Soit a et b deux réels, a # 0.

f est une fonction dérivable sur un intervalle I. J est lintervalle formé des réels x tels que ax + b appartient a I.

La fonction g : x — f(ax +b) est dérivable sur J et ¢’'(x) = a x f'(ax + b)



5 Approximation affine
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C est la courbe représentative d’une fonction f qui est dérivable en a et T' est la tangente & Cy au point A(a; f(a)).

Comme la tangente semble proche de la courbe autour du point A, les valeurs prises par la fonction affine associée a la
tangente sont proches des valeurs prises par la fonction f autour de a. On peut remplacer f(z) par f/(a)(x —a) + f(a) pour
x voisin de a ou en écrivant x = a + h, f(a+ h) par f’(a)h + f(a) pour h voisin de 0.

On reéalise ainsi une approximation affine de la fonction f au voisinage de a, c’est a dire qu’on remplace f(x) par la fonction
affine f'(a)(xz — a) + f(a).

On admettra que cette approximation affine est la "meilleure" dans le sens o I’erreur commise en remplacant f(x) par la
fonction affine f’(a)(xz — a) + f(a) est la plus petite possible.



