Chapitre 6: Barycentres

1 Barycentre de deux points pondérés

Propriété:
A et B sont deux points, a et b sont deux réels tels que a + b # 0. Il existe un unique point G tel que :

a(ﬁ‘l—!—b@:ﬁ)

Démonstration:
WGA+1GE =0 « aGA+b(GA+4B) =
& (@+b)GA+bAB = 0O
= “(a+DAG = —bAB et a+b#£0
b
& A¢ = AB
a+b

Le réel o i 5 et les points A et B sont données donc il existe un unique point G vérifiant 1’égalité aCTZl + b@ = 6)
Définition:

Le point G est appelé barycentre des points pondérées (A, a) et (B,b).

Exemple:
Soit G le barycentre des points pondérées (A,2) et (B,3). On a d’aprés ce qui précéde :

A
2(?4—}—3@:6) & E:%E N(\x\x\x\(B
G

Propriété:
Si G est le barycentre des points pondérées (A,a) et (B,b) avec a+ b # 0, alors pour tout réel k # 0, G est le barycentre des
points pondérées (A, ka) et (B, kb)

Démonstration:

aCﬁl—!—bCﬁ:ﬁ = k(a(ﬁ—kb@):kﬁ)
& kaGA+kbGB =0

Propriété:
L’isobarycentre de deux points est le barycentre de (A,a) et (B,a) avec a € R*. Ce point est le milieu du segment [AB].

Démonstration:
Soit G lisobarycentre des points pondérées (A, a) et (B,a). On a d’aprés ce qui précede :

A
Gh+aGB-T o GA+GB-T TtY—o— B

Propriété:
Si G est le barycentre de (A,a) et (B,b) avec a+ b # 0, alors pour tout point M :

aMA + bMB = (a+ b)MC

Démonstration:
Pour tout point M du plan,

am—i—bm = am—l—a@—l—bm—l—b@ et a(ﬁ‘l—l—b@:ﬁ

aMA+bMB = (a+b)1\7(5
1



Propriété:
%
Dans un repére | O; z , ) du plan, on considére les points A(xa;ya) et B(xp;yp). Le barycentre G(zg;ya) de (A, a) et

(B,b) avec a+ b #0 a pour coordonnées :

ars +brp aya+bys
a+b 7 a+b

Démonstration:

G est le barycentre de (A, a) et (B,b) avec a+ b # 0 donc :

a(T4+b(TB)=(a+b)(73<:>(f§:aa o) LAy

+b a+b

De plus O—j‘l(mA;yA) et O?(mB;yB) donc :

O? ars +brp aya+ by soit G ara +brp aya+bys
atb ' a+b a+b 7 a+b

2 Barycentre de trois points pondérés

Propriété:
(A,a), (B,b) et (C,c) sont trois points pondérés tels que a + b+ ¢ # 0. Il existe un unique point G tel que :

aGA+bGB + cGC = T

Démonstration:
aGA+bGB+cGC =0 & acﬁwb((ﬁl 4B>)+c((ﬁ1+@) -0
L —
& (a+b+c)GA+ Y bAB +cAC = 0
& (a+b+c)—C>¥ —  _bAB - cAC et a+b+c#0
o T Ry, S 75

a+b+c a+b+c

——
Les réels a, b et ¢ ainsi que les points A, B et C sont données donc il existe un unique point G vérifiant ’égalité aGA +
b@ + C@ =0

Définition:
Le point G est appelé barycentre des points pondérées (A,a), (B,b) et (C,c).

Propriété:
Si G est le barycentre des points pondérées (A,a), (B,b) et (C,c) avec a+ b+ ¢ # 0, alors pour tout réel k # 0, G est le
barycentre des points pondérées (A, ka), (B, kb) et (C, kc).

Démonstration:
C’est la méme démonstration que pour deux points pondérés !

Propriété: (associativité du barycentre)
Si G est le barycentre des points pondérées (A,a), (B,b) et (C,c) avec a+ b+ c # 0 et si H est le barycentre des points
pondérées (A,a) et (B,b) alors G est le barycentre des points pondérées (H,a + b) et (C,c).

Démonstration:

a(ﬁl+b@+c@:ﬁ donc
(a+b)GH + aHA + bHB + ¢GC = 0

Or H est le barycentre des points pondérées (A,a) et (B,b) d’ow
aﬂ + bfﬁ -0

donc :

(a+b)GH +cGC =T

Conclusion : G est le barycentre des points pondérées (H,a + b) et (C,c)

Propriété:
L’isobarycentre de trois points est le barycentre de (A, a), (B,a) et (C,a) avec a € R*. Ce point est le centre de gravité du
triangle ABC.



Propriété:
Si G est le barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c) avec a + b+ ¢ # 0, alors pour tout point M :

am—kbm—kcm:(a—f—b—kc)m

Démonstration:
La encore, c’est la méme démonstration que pour deuzx points pondérés!

Propriété:

%
Dans un repere (O; 1 ,7) du plan, on considére les points A(xa;ya), B(xp;ys) et C(xzc;yc). Le barycentre G(za;ye) de
(A,a), (B,b) et (C,c) avec a + b+ c# 0 a pour coordonnées :

(G$A‘+be'+C$C'ayA‘+byB'+CyC>

at+b+c ' a+b+ec
Démonstration:
G est le barycentre de (A, a), (B,b) et (C,c) avec a+ b+ c# 0 donc :
=~ a — b c
aOA-+10B +c0C = (a-+b+)0C & OC = P S S

De plus O—¢>4(mA;yA), O?(mB;yB) et O?(mc;yc) donc :

Eﬂﬁ(axA'+be'+CxC'ayA‘+byB‘+CyC>

‘ axa +brp +cro aya +bys + cyc
; soit G ;
a+b+e at+b+c

a+b+c ' a+b+c



