Chapitre 7: Applications de la dérivation

1 Signe de la dérivée et variations

a) Du sens de variation au signe de la dérivée

Théoréme:
f est une fonction dérivable sur un intervalle I :

o si f est croissante sur I alors pour tout réel x de I, f'(x) >0
o si f est décroissante sur I alors pour tout réel x de I, f'(x) <O0.
0

o si f est constante sur I alors pour tout réel x de I, f'(z) =

b) Du signe de la dérivée au sens de variation

Théoréme: (admis)
f est une fonction dérivable sur un intervalle I :

o si pour tout réel x de I, f'(x) > 0 alors f est croissante sur I.
o si pour tout réel x de I, f'(x) <0 alors f est décroissante sur I.

o si pour tout réel x de I, f'(x) =0 alors [ est constante sur I.

Remarques:
e L’énoncé de ce théoréme n’est plus vrai si I’on remplace « intervalle »par « réunion d’intervalles ».
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En effet, la fonction f: x+—— — est dérivable sur R* et
x

fa)= -
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done f'(z) <0 sur ] — 00;0[U|0; +00[ mais f n’est pas décroissante sur | — oco; 0[U]0; +-00[ puisque f(—1) < f(1)
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e Une fonction croissante sur I décroissante I est dite monotone sur I.

o Si f'(x) > 0 pour tout réel x de I = [a;b] ou
f'(z) > 0 pour tout réel x de I = [a;b] mais ne s’annule qu’en un nombre fini de points de Uintervalle I = [a;b)
alors on dit que f est strictement croissante.
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Dans Uexzemple ci-dessus, f'(x) ne s’annule qu’en x = ¢, f est alors strictement croissante sur lintervalle I = [a;b].

e On définit de maniére analogue une fonction strictement décroissante sur intervalle I = [a; b].
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2 Extremum

a) Extremum local

Définition:
f est une fonction définie sur un intervalle I et ¢ est un réel de I.
o f(c) est un mazimum local s’il existe un intervalle ouvert J inclus dans I et contenant c tel que pour tout réel x de J,

f(z) < f(e)
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Ici, f(c) est un mazimum local puisque pour tout réel x €le; f[, f(z) < f(c).
o f(c) est un minimum local s’il existe un intervalle ouvert J inclus dans I et contenant ¢ tel que pour tout réel x de J,

f(z) = flo)

o f(c) est un extremum local si f(c) est un mazimum local ou un minimum local.

Théoréme: (admis)
f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et ¢ est un réel de I.

Si f(c) est un extremum local de f alors f'(c) =0

Remarque:
La réciproque de ce théoréme est fausse. En effet, la fonction f : x — x° est dérivable sur R et
f'(z) = 32°
donce f'(xz) >0 sur R d’od f est croissante sur R.
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Or f'(0) =0 et f(0) n'est pas un extremum local de f.

b) Majorant et minorant

Définition:

f est une fonction définie sur un intervalle I.
o M est un majorant de f sur I si pour tout réel x de I, f(x) < M.
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o m est un minorant de f sur I si pour tout réel x de I, f(z) > m.
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o f est bornée sur I si f admet un majorant et un minorant.
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3 Equations f(z) =0
Théoréme: (admis)
f est une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle [a;b].
Si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors l’équation f(x) =0 admet une unique solution dans lintervalle [a;b].
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