Chapitre 10: Variables aléatoires

1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Exemple:
Un joueur lance deux fois une piéce équilibrée; il gagne 2 euros par « pile »obtenu et perd 1 euro par « face »obtenu. On
modélise lexpérience grice a lunivers Q = {2P ; 1F1P 2F} et la loi de probabilité :

Issue 2P | 1F1P | 2F

Probabilité %

1 1
2 4

On définit une fonction X sur Q) qui, & chaque issue, associe le gain algébrique correspondant du joueur. Une telle fonction
est appelée variable aléatoire sur Q). La variable aléatoire X associe aux issues 2P, 1F1P et 2F les réels respectifs 4, 1 et
—2.

On note P(X = 4) la probabilité que le gain soit égal a 4 c’est a dire la probabilité que le résultat soit 2F soit P(X = 4) =

1
P2F) = -.
(oF) = 1
Définition:

o Définir une variable aléatoire X sur Q c’est associer un réel a chaque issue de .
o Si{x1; x2; ...; x} sont les valeurs prises par X sur Q alors :
- Pévénement « X prend la valeur x; »est notée « X = x; »;
- sa probabilité P(X = x;) est la probabilité de I’ensemble des issues ayant x; pour image par X ;
- on note X (Q) lensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X soit X(Q) ={x1 ; 2 ; ... ; =}
Définition:
Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire X, c’est :
o préciser l’ensemble des valeurs X(Q) = {x1 ; ... ; z.} prises par X ;

e calculer, pour chaque valeur x;, la probabilité P(X = x;).

Exemple:
Dans lexemple précédent, X (Q) = {—2;1;4} et la loi de probabilité de la variable aléatoire X est donnée par le tableau
ci-dessous :

T; 2111 4
1 1 1
PX =) | 715]|1
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2 Espérance, variance et écart-type

Définition:
Soit X une variable aléatoire, de loi de probabilité donnée par :

Z; I T2 Ty
PX =) | p1 | p2| .| Dr

o L’espérance de X est le réel E(X) défini par
E(X)=p121 + ..+ pry = Y pii.
i=1

e La variance de X est le réel V(X)) défini par

V(X) = sz'(ﬂ?z' - E(X))2 = (ZPM‘%) - (E(X))Q'
i=1 i=1

o L’écart-type de X est le réel o(X) défini par

Exemple:
Dans l'exemple précédent, on a :

1 1
X(_2)+§X1+ZX4_

I

3
o F(X)= sz‘l’z‘ =
i=1

3
1 1 1
o V(X) = (Zpﬁc?) — (B(X))? = 1% (—2)2 + 5 % 12+ 1% 42 —12 = 4,5.
=1

e 0(X)=/V(X)~2,1.

Définition:

Si X est une variable aléatoire et a et b sont deux nombres réels, on peut définir la variable aléatoire aX + b en associant a

chaque issue donnant x; le nombre ax; + b.

Propriété:

X est une variable aléatoire d’espérance E(X) et de variance V(X). Pour tous nombres réels a et b,

E(aX +b) =aFE(z) +b et V(aX +b) = a®V(X).



