Chapitre 7: Produit scalaire

1 Définition du produit scalaire

1.1 Produit scalaire de deux vecteurs colinéaires

Définition:

U et U sont deuz vecteurs non-nuls colinéaires tels que U = O—>A et U = O?

Le produit scalaire de U par 7, notée 7.7, est le nombre réel défini de la fagon suivante :

o Si U et W sont de méme sens, U. UV = OAx OB :
B

o

o Si U et U sont de sens 0pPOSEs, UV =—-0AxOB :

. Siﬁzﬁ ouﬁzﬁ onposeﬁ.ﬁzo.

Remarque:
Le produit scalaire d’un vecteur u par lui méme, noté 72, est appelé le carré scalaire de q.

wr =00

1.2 Produit scalaire de deux vecteurs quelconques

Définition:
U et U sont deuz vecteurs non-nuls tels que U = (ﬁ et ¥ = O?
UV =0AxOH, ot H est le projeté orthogonal de B sur (OA).

Pour —g <(W,?) < g : Pour g < (U, V) < 37% : Pour (U, 7) = g (mod) :
U T = O0Ax OH 7T = —0AxOH UT =0
B B {9
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2 Vecteurs orthogonaux

Définition:

Deuz vecteurs U et o sont dits orthogonaux si :

. 301’1%7:6> 0u7=6>;
e soit (OA) L (OB) si t = OA et ¥ = OB sont non-nuls.

Propriété:
Deug vecteurs U et U sont orthogonaux si et seulement si x = 0.

Démonstration:

Montrons les deux implications :

Si et U sont orthogonauz alors soit : | Si .U = 0 alors soit :

o U= ﬁ ouV = 6>; o U= 6) ouV = ﬁ et alors U et U sont orthogonauz.

e (OA) L (OB) awec W =0A et W= | o 77&6> et?;ﬁﬁ avec @ = OA et @ = OB alors 0.7 = OA.OH ou H

0?, est le projeté orthogonal de de B sur (OA).

DA ot OF sont colintuires et OA % § done OFF = 0 cest a die H

Dans les deuz cas, on a bien 0.7 = 0. OA et OH sont colinéaires et OA £ 0 donc OH = 0 c’est a dire H = O
ainsi (OA) L (OB) et U et v sont orthogonau.

3 Autres expressions du produit scalaire

3.1 En fonction des normes et de ’angle

Propriété:
Pour tous vecteurs non-nuls U et 7,

D0 = ||| x || 7] % cos(T, D)

Démonstration:

- Premier cas de figure : (U, 7) = g (mod ), on a immédiatement cos(U, ') =0 donc .7 =0

- Second cas de figure : —g < (W, ) < g

0

Posons U = O—X‘l et U = O? Le projeté orthogonal de H sur (OA) est tel que C())—g = cos AOB et :
e OA= ||| et OB = ||| ;

o cos AOB = cos((ﬁ,(ﬁ) donc OH = OB X cos((Tﬁl,O?) = ||| x cos(W, V).
Conclusion : 4.7 = OA x OH = ||W|| x || V|| x cos(&, V)

- troisiéme cas de figure :

] 0 A

H >

H —
Posons U = (7)4 et U = O? Le projeté orthogonal de H sur (OA) est tel que g—B = cos BOH et :
2
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e OA= ||| et OB =||V]|;
o cos BOH = cos|m — (0—34,0?)] = —cos((T‘l,O?) donc OH = —OB x 005(0—34,0?) = —||?|| x cos(d, V).
Conclusion : U. 7 = —0A x OH = ||¢|| x || 7| x cos(U, V)

3.2 En fonction des coordonnées (expression analytique)

Propriété:

Si deuz vecteurs U et U ont pour coordonnées respectives (z;y) et (z';9") dans un repére orthonormal, alors :
UV =z +yy

Démonstration:

« Sid =0 (ou ¥ = ﬁ) alors U. 0 = 0z’ + 0y’ = 0 donc la formule est vérifice.
. Szﬁ#ﬁ et?#ﬁ, onnoteﬁzﬁet?z@.

- = - ==
On utilise le repére orthonormal (O; i, j) tel que i et OA sont colinéaires de méme sens et (

A([]],0) et B(|[¥|lcos (&, V); ||V ||sin (€, V)
done UV = ||| x ||| x cos(W, V) = za’ + 0y =z’ + yy’

- ™ s
i,7)= 5 Dans ce repére,

b

Remarque:

Si U (x;y) alors U2 = U. U =%+ y2 et comme || U] = /22 + 2, on a :
W =P

Propriété:

Pour tous vecteurs 7, U et W et tout réel k :
e WU ="U.4d Ondit que le produit scalaire est symétrique.
e U(V+UW) =WV +UW et (k). =k(U.T) On dit que le produit scalaire est linéaire.

3.3 En fonction des normes
Propriété:
Pour tous vecteurs non-nuls U et 7,

T = ([T + P2~ 7))

1
2

Démonstration: 7 + V|2
Pour tous vecteurs non-nuls U et 7,

(U +7).(d+ )
U A+20. T+ 7.0 Onen déduit donc que :
)2 +2U. 7 + ||V

w0 =7+ V|- - |[TP

d’on :

7 =< (1L + D2~ 12~ |[T]?)

N | =
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4 Produit scalaire et équation de droite

Définition: N
Un vecteur 70 est normal a une droite (d) si w # 0 et que la direction de T est orthogonale a celle de la droite (d).

A

(d)

Remarque:
Un vecteur normal 7 d’une droite (d) est orthogonal & tout vecteur directeur de (d). Si A est un point de la droite (d), alors
la droite (d) est I’ensemble des points M tels que :

AM -7 =0

Théoréme:
Dans un repére orthonormal,

o Si (d) est une droite qui a une équation de la forme az + by + ¢ =0, (a;b) # (0;0) alors le vecteur T (a;b) est un vecteur
normal a (d)

o Si un vecteur non-nul 7 (a;b) est normal & (d) alors (d) a une équation de la forme az + by + ¢ = 0.

Démonstration:

=

D’apres le théoreme précédent, U (—b;a) est un vecteur directeur de (d) et @ -7 = —bx a+axb=0 donc U et 1 sont
orthogonaux.

= —

D’apreés la remarque précédente, (d) est Uensemble des points M(x;y) tels que AM - W = 0. On pose A(x4;ya4), on obtient :

—
AM -7 =0 (x—za)a+ (z —ya)b =0 ax + by + (—axs — bya) =0
Conclusion : (d) a une équation de la forme ax + by + ¢ =0 avec ¢ = —axg — bya.

Exemple:
On a tracé dans le repére ci-dessous la droite A d’équation 2o — 5y —4 =0 :

o U (5;2) est un vecteur directeur de A.

o (2;—5) est un vecteur normal a A.
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Théoréme:

Dans un repére orthonormal, les droites (d) et (d') ont pour équation respectives ax + by +c=0 et 'z +by+c =0.

o (d) et (d') sont perpendiculaires si et seulement si aa’ + bb' =0
o (d) et (d') sont paralléles si et seulement si ab’ — a’b =10



