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1) Le sujet

On considére un graphe avec n+1 sommets numérotés de 0 a n, tel que chaque sommet du
graphe soit relié a exactement trois autres sommets. On prend n jetons, numérotés de 1 an et on
les places arbitrairement sur les n sommets du graphe.

Peut-on faire en sorte de remettre chaque jeton sur le sommet de méme numéro, en s'autorisant
uniquement a faire glisser un jeton sur une arréte vers un sommet vide ?

Remarque :
Dans ce qui suit, pour ne pas confondre les sommets et les jetons :
- les sommets seront numérotés de 0 an ;
- les jetons seront numérotés de la lettre A a la n-ieme lettre.

I1) Introduction

Le pousse-pousse (ou taquin) est un jeu qui se joue seul et dont le but est de reconstituer une
image. Cela revient donc a mettre les piéces du jeu dans un certain ordre.

Exemple :
0 A B A 1 B
C D E -_— C D E
F G H F G H

Sur ces images, les pieces sont représentées par des lettres et doivent étre remises sur leurs
emplacements respectifs représentés par des nombres : la piece A sur 'emplacement 1 et ainsi de
suite.

Définition :

Un graphe est un schéma contenant des points nommés sommets, reliés ou non par des
segments appelés arétes.



Remarque :

Dans notre sujet, les différences avec le jeu du pousse-pousse classique sont :
- la recherche ne s’effectue pas sur une planche mais sur un graphe ;
- on ne peut déplacer les pions vers un sommet vide que par une liaison ;
- chaque sommet doit étre relié a exactement trois autres.

Exemple :

Le graphe ci-contre est un graphe a 4 sommets, les sommets sont en bleu, les liaisons en rouge.

a 2

Définition :

Un graphe est dit réalisable si I'on peut, en respectant les régles du jeu établie, placer chaque
pion sur le sommet qui lui correspond.

Exemple :

Dans I'exemple précédent, la figure est réalisée puisque le pion A est sur le sommet 1, le B sur le
2 etle Csurle 3.

Le but du pousse-pousse sur un graphe est donc de replacer chaque pion sur son sommet.

La recherche a pour but de déterminer sans jouer si un graphe est réalisable ou non.



1) Le graphe

Il existe un nombre fini de graphe a n+1 sommets et on peut trier ces graphes en deux groupes :
ceux qui respectent la régle qu’'un sommet doit étre relié a trois autres et ceux qui ne la respectent
pas. En effet si chague sommet n’a pas trois liaisons avec trois autres sommets, la consigne n’est
pas respectée et I'on ne peut pas jouer.

Définition :

Un graphe est dit dessinable s’il respecte la régle des 3 sommets.

Exemple :

Sur ce graphe a 5 sommets, le sommet 4 n’a que deux liaisons et les quatre autres sommets ont
chacun leurs trois liaisons respectives. Le sommet 4 ne peut donc pas créer de nouvelle liaison.
Ce graphe ne respecte pas la regle.

Pour déterminer si un graphe est dessinable, il faut déterminer le nombre de liaison d’'un graphe.

Pour un graphe a n+1 sommets et par le biais d’'un calcul on peut prouver qu’un graphe est
dessinable ou non.

Théoréme :

On considére un graphe a n+1 points. Si n est impair alors le graphe est dessinable.

Démonstration :

On cherche a déterminer le nombre de liaisons d’'un graphe. On multiplie le nombre de sommets
(n+1) par 3 car il y a trois liaisons par sommet et ensuite on divise le résultat obtenu par deux car
une liaison relie deux points.

On obtient 3(n+1)/2 liaisons.

Un graphe est donc dessinable si 3(n+1)/2 est entier c'est-a-dire si 3(n+1) est divisible par 2.



Comme 3 n’est pas divisible par 2,

3(n+1) est divisible par 2 si et seulement si n+1 est divisible par 2
si et seulement si n+1 est pair
si et seulement si  n est impair

Exemple :

Pour n+1=4, on a donc (3*4)/2=6. Le graphe aura donc 6 liaisons.

0 2

Alors que pour n+1=5, on a donc (3*5)/2=7.5.

Le graphe aura 7 liaisons et un sommet n’en aura que deux.

Grace a ce théoréme, I'établissement du groupe de graphes qui respectent la régle est rendue
possible.

Il contient tous les graphes ayant un nombre pair et un nombre de sommets strictement supérieur
a 3. (En effet, un graphe a 2 sommets ne peut pas relier tous ses points a 3 autres).

Définition :

Un graphe connexe est un graphe constitué d’'une seule partie et ou I'on peut donc passer d'un
point a n'importe quel autre en passant par les liaisons.

Remarque :

Le graphe ci-dessous n’est pas connexe et ne respecte pas les regles précédemment établies.



Le graphe ci-dessous est connexe et respecte les regles précédemment établies.

1 2 b T

Conclusion :

Pour la suite ; 'étude sera donc portée sur des graphes connexes ayant un nombre pair et de plus
de 3 sommets.

Définition :

Certains graphes sont les mémes que d’autres, en déplacant les sommets et leurs liaisons. Ainsi
le graphe peut devenir le méme qu’un autre alors que ce dernier ne lui ressemblait pas. Ce
déplacement a été nommé simplification. Il a pour but de réduire le nombre de graphe différents
pour un nombre de sommets donnés.

1
i
0 2 2 0
— —
5

Remarques :

Une simplification ne tient pas compte de la numérotation des sommets ni de I'orientation du
graphe. Les deux graphes si dessous sont considérés comme étant équivalents.

ped 0 0 2




Les deux graphes si dessous ne sont eux pas considérés comme étant équivalents. Ce sont
d’ailleurs deux graphes qui apparaissant fréequemment aprés simplifications pour les graphes a 6
sommets.

0 1
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V) Placement des pions

La liste de graphe étant déterminée, il reste cependant une question majeure :
Comment placer les pions ?

Selon I'énoncé du sujet, les pions sont placés aléatoirement, cependant est-il possible de
déterminer le nombre de possibilités ?

Théoréme :
Pour un graphe a n+1 sommets, on a (n+1)! fagons de placer les n pions.
Démonstration :

En effet, le placement des pions s’effectue tel que chaque sommet sauf un, contient un pion
différent.

Par exemple pour un graphe a n+1=4 sommets :

= pour le sommet 1, on a 4 possibilités, soit il ne prend pas de pions (D), soit
il prend le pion A, B ou C

= pour le sommet 2, on n’a plus que 3 choix ;

*= pour le sommet 3, on n'aura plus que 2 choix ;

= pour le sommet 4, on n’a plus qu’1 choix possible.

Cela donne donc 4*3*2*1=24 possibilités de placer les 3 pions sur les quatre sommets.

Pour un graphe a n+1 sommets, le sommet 1 a n+1 possibilités, le sommet 2 a donc n+1-1=n
possibilités et on refait cela pour tout les sommets. Le nombre de possibilités totales est donc le



produit de tous ces nombres. Pour tout graphe avec n+1 sommets, le nombre de possibilités sera
donc

(nt1)x (n)x (n-1) x...x (1) = (n+1)!

Cas particuliers :

- Siles pions se retrouvent sur leur sommet respectif, le graphe est résolu sans avoir
besoin de bouger les pions. En exemple, le graphe ci-dessous a 4 sommets :

.

- Si le graphe contient une boucle et que I'ordre des sommets correspond a I'ordre des
pions (cette boucle doit contenir le sommet qui n’a pas de pions).
En faisait tourner les pions le long de la boucle, les pions se retrouveront sur leurs
sommets Dans ce graphe a 12 sommets, composé de deux boucles, I'ordre des
sommets de la boucle centrale en partant du sommet O est{0;1;2;3;4;5}etl'ordre
des pions, en partant du sommet ou il n’y a pas de pion, est{J ;A;B;C;D;E}.
Les deux ordres correspondent et en déplagant les pions seulement sur la boucle, ils
finiront par retomber sur leur sommet respectif.

Définition :

On appelle inversion le procédé qui consiste a inverser la place de deux pions dont les sommets
sont reliés par une arréte dans un graphe.



Exemple :

Le but étant d’essayer de résoudre un graphe dont les pions sont placés sur leur sommet respectif
et qui a subit une inversion.

1 2
1 2

L'inversion a été réalisé sur le sommet 1 et 2, en inversant les pions A et B

Remarque:

Cette technique a permis de différencier les deux graphes a 6 sommets précédemment montrés.
En effet, en essayant de les résoudre, le graphe de gauche s’est montré réalisable suite a une
inversion alors que celui de droite non.

La recherche c’est donc penchée sur pourquoi I'un est réalisable alors que I'autre non, et qu’est ce
qui les différencie. L'idée principale était la structure des graphes.

0 1
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Ce graphe est réalisable. Ce graphe n’est pas réalisable.

V) Hypothéses et propriétés

La structure des deux graphes a 6 sommets est visiblement différente. La premiére hypothése fut
donc que la différence entre ses deux graphes était due au croisement des liaisons du graphe de
droite que I'on ne retrouve pas dans le graphe de gauche. En étudiant cela de plus pres, et en
s’attardant sur les cycles (ou boucles). La présence de cycle de 3 sommets est un élément qui
n’apparait pas dans les deux graphes (entouré en vert).



Hypothéses :
- La présence de boucle de cycle 3 permet la réalisation du jeu aprés une inversion

2

- La présence de boucle dont les cycles sont pairs et impairs permet la réalisation du jeu
apres une inversion.

En testant de résoudre ces inversions, la deuxieéme hypothése c'est révélée fausse.

Pour la deuxiéme, elle n'a jamais été mise en défaut mais nous n'avons pas trouvé de
démonstration. Nous admettrons donc ce résultat.



Exemple :

A partir du graphe a 6 sommets contenant des cycles de 3 sommets ayant subi une inversion
entre les sommets 1 et 2,

X X X
X Xl X

Théoréme : v

La présence de cycle de 3 permet la réalisation du graphe dans n’importe quelles circonstances.
Démonstration :

On sait que la présence de cycle de 3 permet d’échanger deux points dans un graphe.

Nous venons donc de demontrer que nous étions capables d’échanger la place de deux points et
donc de résoudre le graphe a chaque fois, en effet comme I'on peut le voir sur cette diapositive :
en échangeant les points entre eux nous pouvons réorganiser 'ordre et donc remettre chaque
pions sur son sommet respectif.



VI) Piste de recherche

Nous nous sommes ensuite attardés sur un moyen de déterminer le nombre de graphe pour n+1
sommets, nous avons dégagée deux méthodes :

-En simplifiant les graphes, c’est facile mais cela ne donne qu’un apercu du nombre de
graphe.

-Et les matrices, qui récapitulent les liaisons entre les sommets.

Pour simplifier un graphe, nous avons besoin de trouver des graphes différents en cherchant a la
main ou a I'aide de notre logiciel, pour ensuite les simplifier, ce qui est long et fastidieux.

Simplification de matrice.

Pour palier a cette lenteur, nous nous sommes penchés sur les matrices. En effets il nous suffit
d’inverser les lignes et les colonnes pour « simplifier » le graphe.
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Pour « simplifier » une matrice nous isolons les 1 et les 0.

Hypothése : En trouvant toutes les matrices possibles pour n+1 = 6, en enlevant celle qui ne
correspondent pas a nos critéres, puis en simplifiant ces matrices, on obtient alors un nombre
delta de matrice dites « simplifiees ». Toutes les matrices « simplifi€es » qui sont identique sont
donc issue du méme graphe, et les matrices « simplifi€es » n’étant pas identique sont donc issue
de graphe différent



