Chapitre 12: Produit scalaire dans I’espace

1 Produit scalaire dans le plan

Dans ce paragraphe, les coordonnées et équations sont données dans une repére orthonormée (O; @, j ).

1.1 Différentes expressions du produit scalaire

Définition: N __

U et U sont deuz vecteurs non-nuls tels que U =0A etV = O? UV = 0A x OH, ou H est le projeté orthogonal de B
sur (OA).

UV =0Ax OH U.Y =—-0Ax OH
B

Définition:
Pour tous vecteurs non-nuls U et 7,

U = ||7|| X ||7|| x cos(a)

ot v est une mesure de I'angle orienté (U, 7).
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Définition:
Si deux vecteurs U et U ont pour coordonnées respectives (z;y) et (z';y') dans un repére orthonormal, alors :
UV =z +yy
Remarque:
Si U (x;y) alors U? = U. U =%+ y2 et comme || U] = /22 + 2, on a :
u? =[]
Définition:

Pour tous vecteurs non-nuls U et 7,

7V =S (4 + TP =P -7

N | =

Propriété:
Deuz vecteurs U et U sont orthogonaux si et seulement si x =0.

Propriété:
Pour tous vecteurs 7, U et W et tout réel k :
o UM =W

e U (V+W)=UV + U et (k). V =k(Ud.V)
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1.2 Distance d’un point a une droite

Propriété:
Soit D la droite d’équation ax + by + c =0, C(xc;yc) un point du plan et H le projeté orthogonal de C sur D.
La distance de C a la droite D est égale a

laxe + byc + ¢

CH =

D:iax+by+c=0
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Dans ce paragraphe, les coordonnées et équations sont données dans une repére orthonormée (O;

) )

2.1 Définition

Définition:

Soit U et U deux vecteurs de l’espace et trois points A, B et C tels que z@ = et zﬁ =.
1l existe au moins un plan P contenant A, BetC.

u - 7, le produit scalaire de U et U dans l’espace est le produit scalaire de U et U dans P.

Propriété:

Toutes les propriétés vues sur le produit scalaire dans le plan sont encore valables dans I’espace.

2.2 Expression analytique du produit scalaire

Propriété:
Soit U (z;y;2) et U (x';y;2), on a :

0 =zxx +yy +27.
Remarque:

Soit A et B deuz points de l’espace, comme AB.AB = ||zﬁ||2 clest a dire AB =V AB - AE, on retrouwve la formule de la

distance :

AB = \/(xzp —x4)2+ (ys — ya)® + (2B — 24)>

2.3 Reégles de calculs

Propriété:

Pour tous vecteurs 7, U et W et tout réel k :
e UV =V U

e U (V+W) =WV + U0 et (k). T =k(UL.V)
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3 Orthogonalité dans ’espace

3.1 Vecteurs orthogonaux
Définition:
Deuz vecteurs de l’espace sont dits orthogonauz si l'un des deux vecteurs est nul ou si leurs directions sont orthogonales.

Propriété:
Deuz vecteurs U et U sont orthogonauz si et seulement si U =0.

3.2 Vecteur normal & un plan

Définition:

Soit P un plan de l’espace et C' un point extérieur ¢ P. Il existe un unique point H dans P tel que (CH) L P.
Ce point est appelé le projeté orthogonal de C sur P.

C

P
y
Définition:
Un vecteur non nul @i est dit normal au plan P s’il est orthogonal o tout vecteur formé par deux points de P
A
w

P

Propriété:

un vecteur est normal (ou orthogonal) d un plan si et seulement si il est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires de ce
plan.

3.3 Distance d’un point & un plan

Propriété:
On considére un vecteur non nul 7 et un point A. Il existe un unique plan passant par A et de vecteur normal 1.
Ce plan est l'ensemble des points M de l’espace tel que

AM . =0

Corollaire:
o Un plan de vecteur normal ﬁ}(a; b;c) a une équation de la forme ax + by + cz+d =0, ot d est un réel.

e Réciproquement, a, b, c et d étant quatre réels donnés avec a, b et ¢ non tous nuls, ’équation ax + by + cz + d = 0 définit
un plan de vecteur normal 7 (a; b; c).
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Propriété:

Soit P le plan d’équation ax + by + cz +d =0, C(zc;yc; zc) un point de Uespace et H le projeté orthogonal de C' sur P.
La distance de C' au plan P est égale a

lazc + byc + czo +d|

CH =
VELRETC

4 Sphére de ’espace

Propriété:
La sphere de centre I(xr;yr;z1) et de rayon r a pour équation

(x—20)+(W—y)?+(z—2)* =1

Exemple:
L’ensemble des points de l’espace dont les coordonnées vérifient Uéquation x> + y> + 22 — dx + 2y — 42 = 0 est la sphére de
centre A(2;—1;2) et de rayon 3.



