Chapitre 2: Limites et continuité

1 Limite & I’infini

A) Limite finie

Définition:
l désigne un réel. Dire qu’une fonction f a pour limite | en +o00 signifie que tout intervalle ouvert contenant | contient toutes
les valeurs f(x) pour x assez grand. On dit que f(x) tend vers l. On note : 1ir_|l:1 flz)=1

Tr—r+00

Remarque:
On définit de la méme maniére la notion de limite | en —oo que l'on note lim f(x)
Tr——00

Exemples: 1 1 1 1
Les fonctions x — —, x +— —, T+ — oune N* et & —> — ont pour limite 0 en —o0 et en +o00.
x T

NZ
Propriété:
Soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan :

o Si lirll f(z) =1 alors la droite d’équation y =1 est une asymptote horizontale a la courbe C en +0o.
r—+00

e Si lim f(x)=1 alors la droite d’équation y =1 est une asymptote horizontale & la courbe C en —oo.
T—>—00

Exemple: 3 1
Pou x # 0, . =3+E et lim 3+ —-=3

T—00 T

T+ 1

donc la droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale & la courbe C de la fonction x — en —oo et en +00

B) Limite infinie

Définition:
Dire qu’une fonction f a pour limite +00 en +o0 signifie que tout intervalle |A; 400 contient toutes les valeurs f(x) pour
x assez grand. On dit que f(z) tend vers +0o en +00. On note : lirll f(z) =+

T—r+00

Remarque:
On définit de la méme maniére la notion de limite —oco en +o00, la notion de limite +00 en —oo et la notion de limite —oo
en —oo.

Exemples:
La fonction x — x™ ot n € N* a pour limite :

e Sin est pair, lim z" =+oo et lim z" = +oo.
T——00 T—r+00
e Sin estimpair, lim z" =—oc0 et lim z" =40
T——00 r—+00
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Propriété:
Soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan; S’il existe deuz réels a et b (a # 0) tels que :

o Si lirll f(x) = (ax +b) =0 alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe C en +oo.
T—>+00

e Si lim f(x)— (ax +b) =0 alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique & la courbe C en —oo.
T—>—00

Exemple: 2
2 dx +5 5
Pou x # 0, %z?x—l—él—i—z et lim f(z)—(2x+4)=0

T—r00

202 +4x +5 .
z

donc la droite d’équation y = 2x + 4 est une asymptote oblique & la courbe C de la fonction x — n —oo et en

+00

Y

2 Limite en un réel a

Définition:
Dire qu’une fonction f tend vers un réell en a, c’est dire que f(x) peut-étre rendu aussi proche de | que l’on veut, & condition
que x soit suffisamment proche de a. On note : lim f(z) =1

r—a

Propriété:
e Si f admet une limite en a alors elle est unique.

o Si f est définie en a et admet une limite en a alors cette limite est égale a f(a).

Définition:
On dit que la limite de f en a est +00 si, lorsque x tend vers a, f(x) est aussi grand que l’on veut et on note :

lim f(z) = +o0

r—a

Exemple: 1
Soit f la fonction inverse définie pour tout réel non-nul x par f(x) = —.
T

o Les réels f(x) sont dans Uintervalle 1100; +o00[ pour 0 < x < 0,01, on dit que f a pour limite +0c0 & droite en 0 et on note :

lim — =400 ou lim — =+
=0+ T 50 T
x>0

o Les réels f(x) sont dans Uintervalle | — oo; —100[ pour —0,01 < x < 0, on dit que f a pour limite —oo & gauche en 0 et on
note :

lim — = - ou lim —=-00
z—0— T =0 x
x <0

Définition:
Soit a un réel et C la courbe représentative de la fonction f dans un repére. Lorsque la limite (& droite ou a gauche) de [ en
a est +00 ou —o0, on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a la courbe C.
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Exemple: 34
Pourx >2, limz —2=0" et limz +3 =5 donc lim = +00
z—2 z—2 =2 — 2
3
donc la droite d’équation x = 2 est une asymptote verticale a la courbe C de la fonction x — +§.
P
A
1 3 4
3 Opérations sur les limites
A) Limite d’une somme
Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels et a est soit un réel soit —oco ou soit +0o.
Si la limite de f en a est l l l 400 | —o0 | +00
et la limite de g en a est U 400 | —00 | +00 | —o0 | —00
alors la limite de (f +g) enaest | I+1' | +o0 | —00 | 400 | —c0 | FI

FI signifie forme indéterminée, c’est a dire qu’on doit effectuer une étude particuliére pour déterminer la limite de (f +g).

Exercice:

1 1
lim 2% =400 et lim — =0 donc lim 22+ = =+o0c

r——00 T——00 I r——00 Ao
lim —3z+4+2=—-00 et lim —/z = —00 donc lim —3z+2—+r=—-c0
z—+00 T—+00 T—>+00

1 1
lim vz=0 et lim — =400 donc lim x4+ = =400
r—0t xT

r—0t r—0t T

B) Limite d’un produit
Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels et a est soit un réel soit —oco ou soit +0o.

Si la limite de f en a est L {I>0]|1>0]|1<0|I<0]| 400|400 | —0c0| O
et la limite de g en a est '] 400 | —00 | 400 | =00 | 400 | —00 | —00 | Too
alors la limite de (f x g) ena est | ' | +00 | —00 | —00 | +00 | 400 | —00 | +00 | FI
Exercice:
lim vz=400 et lim —2°>=—-00 donc lim —z’Vz=—00

r——+00 z—+00 T—++00

. 1 . 1 . 1 1

lim 24 —-=2 e lim 3+ —-=3 donc lim 2+ —-)B3+—-)=6

C) Limite d’un quotient

On distingue ici deux cas :

- | le dénominateur a une limite non-nul :

Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels et a est soit un réel soit —oco ou soit +oo.

Si la limite de f en a est l l +00 +00 —00 —00 | Too
et la limite de genaest | I'#0| Too [I/'>0[1V<0[1I'>0][1'<0] Too
{
alors la limite de % en a est 7 0 +00 —00 —00 400 FI
3
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Exercice:

VT

1
lim vz =+o00 et lim —24 - =-2 donc lim = —00
T—400 T—+00 x r—+00 1
o4 =
T
- |1e dénominateur a une limite nul : |
Théoréme:
Dans le tableau suivant, | est un réel non-nul et a est soit un réel soit —oo ou soit +oo.
Si la limite de f en a est [>0]|1l>0|1l<0]|l<0] O
et la limite de g en a est 0t 0~ 0t 0~ 0
alors la limite de i enaest| +oo | —o0 | —0 | +oo | FI
g
Exercice:
2 7
lim 2 =0T et lim 2x+7=7 donc lim s = +00
z—0+ 0+ z—+oo /T

D) Limites a l’infini des fonctions polynémes

Théoréme:
La limite d’une fonction polynéme en +o0o (ou en —oo) est celle de son monéme de plus haut degré.

Exercice:
Soit la fonction polynéme f(x) = 5x> — 7% + 3x — 8, son mondme de plus haut degré est 5z :

lim 52° = +00 donc  lim f(x) = +oo
T—>+00 T—>+00

E) Limites a l’infini des fonctions rationnelles

Théoréme:
La limite d’une fonction rationnelle en +o0o (ou en —o0) est celle du quotient des mondmes de plus haut degré.

Exercice: 503 — 722 4 30— 8

Soit la fonction rationnelle f(z) = 6112 , son mondme de plus haut degré au numérateur est 5x> et son mondme
—6x

de plus haut degré au dénominateur est —6z* :

Pourx #0 5_x3__i et lim —E—O donc  lim f(z)=0
622 6x etoo  6x z—+00 N

F) Formes indéterminées

D’aprés ce qui a été vu précédemment, on compte quatre formes indéterminés :

700 — 00” 70 x 00” —

Dans ce cas, il faut faire une étude particuliére pour "lever I'indétermination".

4 Limite d’une fonction composé

Définition:

La fonction f est appelée la composée de la fonction u suivie de la fonction v, si on a :

On note f=wvou
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Propriété:
a, b et ¢ désignent soit un réel soit +00, soit —oo. u, v et [ désignent des fonctions telles que f est la composée de u suivie
dev. St limu(z)=>b et limv(y)=c, alors lim f(z)=¢c

r—a y—b r—a

Exemple: 1 1
Soit f la fonction définie sur |0;+oo[ par f(x) =1/2+ e On a f(x) = v[u(z)] avec u(z) =2+ - et v(y) = /Y.
De plus Ikrfw u(x)=2 et Z51_>1rn2 v(y) =2, alors lim f(z) =2

T—r+400

5 Théoréme de comparaison

Théoréme: (Théoréme des gendarmes)
Soit f, u et v trois fonctions définies au voisinages de +0o. Si pour tout x dans un intervalle JA; +o0[ on a :

u(z) < f(z) < v(z)

et si
o) =l o(e) =1
alors
e H ) =1
Démonstartion:

Soit I un intervalle ouvert contenant .

1i1_‘[|_1 u(z) =1 donc il existe un réel M tel que pour tout x > M ; u(z) € I.
T—r+00

1i1_‘[|_1 v(x) =1 donc il existe un réel M tel que pour tout x > M ; v(x) € I.
T—r+00

Si on note M" le plus grand de A, M et M’ alors pour tout x > M" ; f(x) € I.
On en déduit donc que f converge vers | en +oc0.

Théoréme:
Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de +0oo.

Si pour x assez grand f(x) > g(x) | Si pour x assez grand f(x) < g(x)

et si lim g(x) =+o0 et si  lim g(z) =—o00
T—+00 T—+00
alors mll)r-ir-loo flx) =400 alors mll)r_{loo flx)=—00

Remarque:
On a des propriétés similaires dans le cas de limite en —oo et en un réel a.
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6 Continuité

Définition:
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le réel a.
f est dite continue en a si et seulement si lim f(z) = f(a).

r—ra

f est dite continue sur I si et seulement si elle est continue en tout réel de I.

Remarque:

Interprétation graphique

Dire que f est continue sur I signifie que [’on peut tracer la courbe représentative de f sur lintervalle I sans avoir & lever
le crayon.

Propriété:

e Les fonctions polyndmes et les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle contenu dans leur ensemble de
définition.

e les fonction sin et cos sont continues sur R.

o La fonction racine carrée est continue sur [0;+00].

o Siu et v sont des fonctions continues sur un intervalle I, u+ v, ku (k réel), uv le sont aussi; si l’on suppose de plus que

, 1 u :
v ne s’annule pas sur I, — et — sont continues sur I.
v v

Exemple:
La fonction x +— 2 + cos(z) est continue sur R comme somme de fonctions continues

7 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme:
Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a et b avec a < b.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ de |a;b] tel que f(c) = k.

Corollaire:
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a;b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l’équation
f(x) =k a une solution unique dans [a;b].

Démonstartion:

L’existence de la solution est assurée par le théoréme des valeurs intermédiaires.

Supposons qu’on ait deux solutions distinctes xo et xy.

D’une part f(xo) =k = f(x1).

D’autre part comme xo # 21 (par exemple xo < x1) alors f(xo) # f(x1) car f est strictement monotone.

C’est absurde donc on ne peut pas avoir deuz solutions distinctes. Il n’existe donc qu’une unique solution a I’équation.

Remarque:
1l existe des extensions a ce corollaire dans le cas d’intervalles ouverts ou semi-ouvert a l'aide des limites. Voir les exemples
dans les exercices



