Corrigé du baccalauréat blanc

Exercice 1: 6 points
Partie A : étude de la fonction f(r) = re* ! + 1.
1. Pour tout réel z on a f(x) = re® x e~! + 1, or (croissances comparées) lim ze® = 0, donc, par opérations sur les
Tr—r— 00
limites lim f(z)=1.
T——00
On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale & C au voisinage de —oo.

2. Ona f(z) = we® x e~ 1 +1, et, par opérations sur les limites (il n’y a aucune forme indéterminée ici) : lirf f(z) = +o0.
Tr—r+00

3. Par opérations usuelles sur les dérivées : f/(r) = 1e® !+ 2 x 1 xe* L = (z +1)e* L.

4. Pour tout réel x, e*~1 > 0, donc f'(x) a le méme signe que 2 +1. Or x+1 > 0 < 2 > —1, on en déduit donc le tableau
de variation suivant :

T | —00 -1 +00
7 - 0+
1 +00
f \ 5 /
1—e™

Partie B : recherche d’une tangente particuliére
1. La tangente T, a pour équation y = f’(a)(z — a) + f(a), c’est-a-dire : y = (a + 1)e* 1 (z — a) + e~ + 1.
2. Soit a > 0, alors :
00;0eT, = 0= (a+1)e"(—a)+ae ' +1
— 0=e¢"Y-a’*—a+ta)+1
— 1-d%" ' =0.

3. — 1 est une solution de I’équation considérée car 1 — 12"t =1 —-1=0.

— Montrons maintenant que cette équation n’admet qu’une unique solution sur Uintervalle |0 ; +ool.
Posons, pour tout 2 > 0, g(x) = 1 — x%e® 1. La fonction g est alors dérivable sur ]0 ; 4+oo[ et, pour tout x > 0 :

g (z) = —2ze” 1 — 2% = —2(2 4+ z)e” L.

x > 0, donc z + 2 > 0 et par ailleurs e*~! > 0, on en déduit que ¢’(z) < 0 et donc que g est strictement décroissante
sur |0 ; +ool.
Par ailleurs lim g(z) =1 et lim g(z) = —oc.

x—0 r—r—+00

On sait que g est strictement décroissante sur |0 ; +oo| et s’annule en 1.
Donc si z < 1, alors g(z) > g(1) soit g(x) > 0 et de méme si z > 1, alors g(x) < ¢g(1) donc g(z) < 0.
Conclusion : sur |0 ; +oo[,g(x) =0 < = =1.

4. La tangente cherchée est T1, elle a pour équation y = 2(x — 1) 4 2, c’est-a-dire y = 2z
Partie C : calcul d’aire

1. Voir annexe 1.

2. F'(z) = ae® ' + (ax + B)e” ' = (ax + B+ a)e ' est égale a ze” P ssia=1let B+a=01ie B=—1.
1

1 1
Donc I = /0 ze® ldx = [(x - 1)em_1]0 = —(—1)@‘1 =<

3. Sur [0; 1] C est au dessus de A, donc laire A du domaine considéré est :
1
A = / (f(x) —2z)dx
0
1
= / (:Cew_l +1- 2:10) dz
0
1
= I+ / (1—-2z)dx (par linéarité)
0

= I—i—[x—xQ](l):é—i-(l—l)

Finalement : A = — (en unités d’aire).

D | =



Exercice 2: 4 points

1. Voir figure sur ’annexe 2.

2. On a:
b 2-i (-2-D)(-1-20) 244di+i-2
a  —1+4+2i 12 422 B 5 B
... OB |b=0| . - B ) — B b—0Y\ N T
On en dedult..m— m‘—|l|—1,d0u OA—OB, .(OA, O?)—arg(m>—arg(l)—§ (271')

Les deux points précédents permettent de conclure que le triangle OAB est rectangle et isocéle en O.

34id1-2 —2—i
3. (a) L’affixe de C" est : ¢/ = St - 1

(b) On a:

3rit2+i 1o =1 (calcul fait plus haut).

Meé < z#bet [2]=1

— z#bet‘z_z_l
AM

<— M#*Bet —=1
7 Bet g7

L’ensemble £ est donc la médiatrice du segment [AB].
(c) C €& card =i,donc || =1.

De méme O € & car OA = OB (le triangle OAB est isocéle en O). La médiatrice £ n’est donc rien d ’autre que
la droite (OC).

24+1i-1-31 1

4. Soit J(2 +1) et K(—1— 3i). On note L le milieu de [JK] : L a pour affixe £ = — =5 —1i
[OL] est la médiane issue de O du triangle OJK. Montrons que (OL) est perpendiculaire & (AC) :
0—¢  —3+i  —1+42 (-1+2i)(-4+2) 0-6i
c—a  —3+i+1-21 —4-2 16 44 20

arg(%) = —g. Donc (@, ﬁ) = —g, les droites (OL) et (AC) sont bien perpendiculaires.

(OL) est la hauteur issue de O du triangle OAC.
Exercice 3: 5 points
Partie A : Restitution organisée de connaissance
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A alors pour ¢ > 0 et A > 0, montrons que :

Pix>p (X >t+h)=P(X >h)

P(X>t)N(X>t+h
Ona P(X > ) > 0 done Pysy (X >t 4 1) = L 2D 204 1)

P(X >1t)
Or (X>t)N(X>t+h)=(X>t+h)
- P(X >t+h)
¢
De plus pour tout réel t >0, P(X >t)=1-P(X <t)=1-— / e Mdr =1— [—e_’\w]g =e M
o= A(t+h) 0
On a finalement : Pix> (X >t+h) = o = e AEFRFA — o= — p (X > p).

Partie B : Durée de vie

1
1. On a donc 0,2 = / e Mdr <« 0,2 = [—e*“];o = 0,2=—-—e1"41 —= =08 < (par
0
In(0, 8)

croissance de la fonction logarithme népérien —10\ =1n(0,8) <= X = T 0,0223 =~ 0,022 & 10~3 preés.

t
2.0napX>5=1-pX<5) =1 —/ 0,022¢ %0227 dp = 1 — [—&00221}2 =14e %022 10,8958 ~ 0,9 a
0
102 prés.

3. Puisqu’on a une loi sans vieillissement : pxs4(X > 9) = px>4(X >4+ 5) =p(X > 5) = 0,9.
4. (a) Les temps sont supposés indépendants de durée supérieure ou égale & 5 heures (avec une probabilité égale & 0,9)
ou inférieure a 5 heures (avec une probabilité égale & 1 — 0,9 =10, 1).
La variable Y suit donc une loi binomiale de paramétres p = 0,9 et n = 10.
(b) Onap(Y =3)= (%) x0,9% x 0,173 =56 x 0,9 x 0,1° ~ 0,00001.

(c) Ona E(Y) =nxp=10x0,9=9.
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EXERCICE 4 : CANDIDATS N’AYANT PAS CHOISI L’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE 5 points

1. (a)

(b)

[\
—
&

1 1 1
e Comme lim — = +00, lim 1 + — = 400, puis lim In (1 + —> = 400, donc finalement lim f(x) = +oc0.
x—0 x—0 x€X x—0 x€X x—0

rx——+oco X T—r+00 X

1 1 1
e Comme lim — =0, lim 14— =41, puis lim In <1 + —> =0, donc finalement lim f(z) = —oc.
T—+00 x T —-+00

Sur 0 ; +oo[, f somme de composées de fonctions dérivables est dérivable et sur cet intervalle :

1 1 1 1 —1-22—-z
! = ——— X ——1:—7—1:— —1:
(@) a2 1+ 2 2?2 (1+ 1) 2 +x 2+
Comme x > 0 implique = + 2% > 0, le signe de f’(z) est celui du numérateur —1 — 22 —z = — (1 + z + z?).

Orz>0=z+22>0=1+x+2%>1>0 et finalement —(1+:E+£L‘2) < 0.
La négativité stricte de la fonction dérivée sur |0 ; +oo[ implique la décroissance stricte de la fonction f sur cet
intervalle.

On a vu dans les deux questions précédentes que la fonction f est continue et décroit strictement sur |0 ; +oo[ de
400 & —oo donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe donc une valeur unique a de x appartenant
a 10 ; +oof telle que f(a) = 0.

La calculatrice donne f(0,806) ~ 0,00079 et f(0,807) ~ —0,0009.

Conclusion : 0,806 < a < 0, 807.

) Voir 'annexe 1.

Le graphique permet-il d’émettre les conjectures suivantes ?

e Conjecture n°1 : «la suite (uy), oy est monotone. » NON

e Conjecture n°2 : «la suite (un), oy est minorée par 0,5.» OUI
e Conjecture n°3 : «la suite (uy), . converge vers 1.» NON

Si hr—? Uy = liI_irrl Un41 = ¢, la relation u,y1 = g(u,) entraine par continuité de la fonction g l'égalité
n—-+0oo n—-+0oo
1
l=g(l) — len(l—i—Z).

1 1
L’égalité précédente s’écrit In (1 + Z) —/¢ = 0, ce qui montre que £ est une solution de I’équation In (1 + —) —x =
x

0 < f(z)=0.
On a vu a la question 1. c. que cette équation a une unique solution dans ]0 ; 4o00[ : a.
Donc ¢ = o = 0,806



EXERCICE 4 : CANDIDATS AYANT SUIVI L’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE 5 points
Partie A Restitution organisée des connaissances

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul, tels que a = b (mod n) et ¢ =d (mod n) :
JkkeZ:a=kn+betc=kn+d
On a ac = (kn +b)(k'n + d) = n(kd + k'b 4+ kk'n) + bd donc ac = bd (mod n).

Partie B Inverse de 23 modulo 26
1. 23 x (—9) — 26 x (—8) = —207 + 208 = 1 : le couple (—9 ; —8) est solution de ’équation (E).
5 { 23z — 26y =1
23 x (—=9) — 26 x (-8) = 1
23(x+9)—26(y+8)=0 < 23(x+9)=26(y+8) (1)
Donc 23 divise 26(y + 8) et comme il est premier avec 26 ; il divise y + 8 (théoréme de Gauss) : il existe donc un entier
k tel que y + 8 =23k <— y = —8+ 23k.
En remplacant dans (1) y + 8 par 23k, on obtient :
23(x+9) =26 x23k <= x+9=206 < == -9+ 26k.
Réciproquement les couples (—9 + 26k ; —8 + 23k) vérifient (E) car
23(—9 + 26k) — 26(—8 + 23k) = —207 + 23 x 26k + 208 — 26 x 23k = 1.
Les couples solutions de (E) sont donc de la forme : (=9 + 26k ; —8 4 23k), k € nZ.
3. Il faut trouver un (ou des) couple(s) de premier terme a tel que 0 < a < 25, donc vérifiant :
0< —94 26k <25 <= 9 < 26k < 34. La solution k = 1 est évidente ce qui donne a = —9 4+ 26 = 17.
Donc comme 26b =0 (mod 26), on a 23 x 17 =1 (mod 26).

= (par différence membre & membre)

Partie C Chiffrement de Hill
1. ST ‘2l (18, 19) “2B8? (21, 20) “2EE° U
<~ <~

mot en clair mot codé
2 (a) (S1) { y1 = 1lz;+3x2  (mod 26) { —4421 — 122 = —4y;  (mod 26)
: Yo = Tx1+ 4w (mod 26) 21z + 1224 = 3yo (mod 26)
= (par somme) —23z1 = —4y; + 3y2  (mod 26).
De méme :
(S) y1 = 1lla;+3z2 (mod 26) { —T77x1 — 21y = —Ty;  (mod 26)
! Yo = Txp+4xo (mod 26) T7x1 + 4429 = 1lys (mod 26)

= (par somme) 2322 = —7y; + 11y2 (mod 26) ou encore puisque —7 =19 (mod 26) :
2329 = 19y;1 + 11y2 (mod 26).
Donc, tout couple (x; ; x2) vérifiant les équations du systéme (S7), vérifie les équations du systéme :

(S5) 23y = 4y + 23y2 (mod 26)
2 23z = 19y; +1lys  (mod 26)

(b) On a vu a la partie B que 23 x 17 =1 (mod 26) (23 a pour inverse 17 modulo 26), donc en multipliant chaque
membre du systéme (S3) par 17, on obtient
(S) = { 2311 x 17 = 4y x 17+ 23y, x 17 (mod 26) { T
2329 x 17 = 19y; x 17+ 11y x 17 (mod 26) T
Or 68=16 (mod 26), 391=1 (mod 26), 323=11 (mod 26),
187 = 5 (mod 26), donc tout couple (z; ; x2) vérifiant les équations du systéme (Ss), vérifie les équations du
systéme

68y1 + 391y (mod 26)
323y1 + 187y, (mod 26)

16y, + 2 (mod 26)
11y1 + 5y2 (mod 26)

(c¢) On calcule 11z + 322 = 11 (16y1 + y2) + 3 (11y1 + dy2) = 176y1 + 11y2 + 33y1 + 15y2 = 209y1 + 26ys>.
Or209=1 (mod 26) et 26 =0 (mod 26), donc
11x1 4+ 3z2 = 1y; + Oy2  (mod 26).
De méme 7x1 + 4xo = 7 (16y1 + y2) + 4 (11y1 + dy2) = 112y1 + Tya + 44y + 20y2 = 156y1 + 27ys.
Or 146 =0 (mod 26) et 27 =1 (mod 26), donc
Tx1 + 4xo = 0yp + lya (mod 26).
Conclusion : tout couple (z1 ; z2) vérifiant les équations du systéme (S3), vérifie les équations du systéme (S1).
Finalement les systémes (S1) et (S3) sont équivalents.

Z2

s { 7

(d) Pour YJ le couple (y1 ; y2) = (24 ; 9). En appliquant les équations de (S3) on obtient :
ry = 16x24+9 (mod 26) x1 = 393 (mod 26)
{ ®s = 11x24+5x9 (mod26) * { 22 = 309 (mod 26)
Or 393 = 26 x 15+ 3, donc 393 =3 (mod 26);
309 = 26 x 11 + 23, donc 269 = 23 (mod 26).
On a donc (z1 ; x2) = (3 ; 23) et en utilisant le tableau le mot décodé est donc DX.
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