
Chapitre 9: Intégration
1 Primitive1.1 Dé�nitionDé�nition:Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une fontion F dérivable sur I et telle que pourtout x de I,

F ′(x) = f(x)Si elle existe, on note usuellement F la primitive d'une fontion f .Exemple:
(

2x2
)′

= 4x don la fontion F : x 7→ 2x2 est une primitive sur R de la fontion f : x 7→ 4xThéorème:
f est une fontion qui admet une primitive F sur un intervalle I.
• La fontion G dé�nie sur I par G(x) = F (x) + c, où c est un réel est aussi une primitive de f sur I.
• Toute primitive de f sur I est de la forme F + c.
• x0 ∈ I et c un nombre réel. Il existe une unique primitive F de f sur I tel que F (x0) = c.1.2 Primitives de fontions usuellesPropriété:Dans le tableau i-dessous �gure la primitive la plus usuelle 'est à dire sans onstante.Fontion dé�nie par f(x) = . . . Une primitive de f est dé�nie par F (x) = . . . sur I = . . .

xn où n ∈ Z\ {−1} xn+1

n+ 1







R pour n ≥ 0

]−∞; 0[ ou ]0; +∞[ pour n ≤ −2
1√
x

2
√
x ]0; +∞[

1

x
lnx ]0; +∞[

cosx sinx R

sinx − cosx R1.3 Primitives et opérations sur les fontionsPropriété:
• F et G sont des primitives respetives des fontions f et g sur I alors F +G est une primitive de f + g sur I.
• F est une primitive de la fontion f sur I et k est un nombre réel alors k · F est une primitive de k · f sur I.Propriété:Dans le tableau i-dessous u désigne une fontion dérivable sur I.Fontion dé�nie par f(x) = . . . Une primitive de f est dé�nie par F (x) = . . . Conditions

u′

u2
− 1

u
u(x) 6= 0 pour tout x de I

u′ · un où n ∈ Z\ {−1} un+1

n+ 1
pour n ≤ −2, u(x) 6= 0 pour tout x de I

u′

√
u

2
√
u u(x) > 0 pour tout x de I

u′

u
lnu u(x) > 0 pour tout x de I

u′eu eu auune1



Chapitre 9: Intégration2 Intégration2.1 Notion d'intégraleDans un repère orthogonal (O;
−→
OI,

−→
OJ), l'unité d'aire (U.A) est l'aire du retangle OIKJ .Dans la suite :

• toutes les ourbes sont représentées dans un repère orthogonal ;
• toutes les aires sont données dans l'unité d'aire assoiée au repère. 1

1−1

×

O

×

I

×
J

×
K

Dé�nition:Soit f une fontion ontinue et positive sur un intervalle [a; b] et C sa ourbe représentative.L'intégrale de a à b de la fontion f , notée ∫ b

a

f(x)dx est l'aire (en unités d'aires) du domaine situé sous la ourbe C.
1

2

1−1−2−3
a b
×

×

× ×

C

∫ b

a

f(x)dx se lit � intégrale de a à b de f(x)dx �.Remarque:La variable x n'a pas d'importane, on a ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(q)dq.Propriété:Soit f une fontion ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors ∫ b

a

f(x)dx > 0.2.2 Intégrale d'une fontion ontinue et onséquenesThéorème:Soit f une fontion ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fontion Φ : x 7−→
∫ x

a

f(x)dx est dérivable sur [a; b]et Φ′ = fDémonstration: (R.O.C.)On se plae dans le as où f est roissante sur [a; b]. Soit x0 et h deux nombres tels que x0 ∈ [a, b], x0 + h ∈ [a; b] et h 6= 0.
1 u.a. baf(x0)

f(x0 + h)

x0 x0 + h

C
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

• Si h > 0, omme f est roissante, f(x0) ≤ f(x0 + h). De plus,
Φ(x0 + h) − Φ(x0) exprime l'aire sous C sur [x0;x0 + h] donl'aire sous la ourbe est enadrée par l'aire des retangles delargeur h et de hauteur f(x0) et f(x0 + h) d'où :

h× f(x0) ≤ Φ(x0 + h)− Φ(x0) ≤ h× f(x0 + h)et omme h est non-nul et positif, on obtient : f(x0) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0 + h)

• Si h < 0, on démontre de la même manière que : f(x0 + h) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0)Par ontinuité de f en x0, on a lim

h→0
f(x0 + h) = f(x0) don d'après le théorème des gendarmes :

lim
h→0

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
= f(x0)Ainsi Φ est dérivable en x0 et Φ′(x0) = f(x0) pour tout réel x0 de [a; b] don Φ est dérivable sur [a; b] et Φ′ = fCorollaire:Soit f une fontion ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fontion f admet une primitive Φ sur [a; b] dé�niepar Φ : x 7−→

∫ x

a

f(x)dx. 2



2.3 Extension de la notion d'intégrale Chapitre 9: IntégrationThéorème:Toute fontion ontinue sur un intervalle [a; b] admet des primitives sur [a; b].Démonstration: (R.O.C.)On admet que toute fontion ontinue sur un intervalle [a; b] admet un minimum m et un maximum M .Soit don f une fontion ontinue sur [a; b]. Il existe m ∈ R tel que f(x) ≥ m sur [a; b] don la fontion h(x) = f(x)−m estune fontion ontinue et positive sur [a; b].D'après le théorème préédent, h admet une primitive Φ sur [a; b], ave Φ′(x) = h(x).Posons don F (x) = Φ(x) +mx.
F est dérivable sur [a; b] et F ′(x) = Φ′(x) +m = f(x)−m+m = f(x) don F est une primitive de f sur [a; b]Remarque:On admettra que e résultat peut s'étend pour un intervalle quelonque I.Théorème: (fondamental)Soit f une fontion ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)où F est une primitive quelonque de f .Démonstration:
f une fontion ontinue et positive sur un intervalle [a; b] don x 7−→

∫ x

a

f(x)dx est aussi une primitive de f sur [a; b]don il existe k ∈ R tel que F (x) =

∫ x

a

f(x)dx + k sur [a; b]. De plus F (a) =

∫ a

a

f(x)dx + k = k don k = F (a) don
F (b) =

∫ b

a

f(x)dx+ F (a) soit F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x)dx2.3 Extension de la notion d'intégraleOn a dé�ni l'intégrale d'une fontion f ontinue et positive sur un intervalle [a; b] et on démontré que si F est une primitivede f sur [a; b] alors ∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a). On admet dans la suite du hapitre que ette formule s'étend au as d'unefontion ontinue de signe quelonque sur [a; b] et on pose la dé�nition suivante :Dé�nition:
f est une fontion ontinue sur un intervalle I, F est une primitive de f sur I, a et b sont deux nombres quelonques de I.L'intégrale de la fontion f entre a et b est le nombre ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).Remarque:On note
∫ b

a

f(x)dx = [F (x)]baExemple:
x 7−→ 6x2 est une fontion ontinue sur [−3; 4] don ∫ 4

−3

6x2
dx = [2x3]4

−3 = 128− (−54) = 182Propriété:Soit f une fontion ontinue sur [a; b] alors ∫ a

a

f(x)dx = F (a)− F (a) = 0 et ∫ a

b

f(x)dx = F (a)− F (b) = −
∫ b

a

f(x)dx.2.4 Linéarité de l'intégrationThéorème:Soit f et g deux fontions ontinues sur [a; b] et λ un nombre réel :
•
∫ b

a

[f(x) + g(x)] dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

•
∫ b

a

λf(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dxDémonstration:En exerie... 3



2.4 Linéarité de l'intégration Chapitre 9: IntégrationCorollaire:Pour a < b, si f ≤ g sur [a; b] alors ∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dxDémonstration:Considérons f − g ≥ 0 par hypothèse don ∫ b

a

(f(x)− g(x))dx ≥ 0 ⇔
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

g(x)dx ≥ 0 ⇔
∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

g(x)dxRemarque:Attention, la réiproque est fausse.Propriété:Soit f une fontion ontinue et négative sur [a; b] alors ∫ b

a

f(x)dx est l'opposé de l'aire (en unités d'aires) du domaine situésous la ourbe C.
1

2

−1

−2

1−1−2−3

a b
CfAf

C−f

A−f

×

×

× ×

En e�et, −f est positive don ∫ b

a

−f(x)dx = A−f = Af et ∫ b

a

−f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx don ∫ b

a

f(x)dx = −AfPropriété:Soit f une fontion dé�nie et ontinue sur un intervalle [a; b] (de signe quelonque) et C sa ourbe représentative.
∫ b

a

f(x)dx est la somme des aires � algébriques �des domaines entre C et l'axe des absisses.
1

2

3

−1

1−1−2−3
a b

D1

D2

D3

Par exemple, sur la �gure i-dessus :
∫ b

a

f(x)dx = AD1
−AD2

+AD3Propriété:Soit f et g deux fontions ontinues sur [a; b] tel que g(x) ≤ f(x) sur [a; b] alors l'aire du domaine D délimité par Cf et Cgsur [a; b] est dé�nie par ∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx.
4



2.5 Relation de Chasles Chapitre 9: Intégration2.5 Relation de ChaslesPropriété: (Relation de Chasles)Soit f une fontion ontinue sur I et a, b, c trois réels de I alors
∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dxRemarque:Dans le as où f est positive sur I et a ≤ b ≤ c, ette propriété est illustrée par le graphique i-dessous :
1

2

a b 
×

×

×

×

×Cependant la relation de Chasles est vraie quels que soient l'ordre des réels a, b, c et le signe de f .2.6 Valeur moyenne et inégalité de la moyenneDé�nition: (Valeur moyenne)Soit f une fontion ontinue sur [a; b]. La valeur moyenne de la fontion f sur [a; b] est le nombre µ dé�ni par :
µ =

1

b − a

∫ b

a

f(x)dxThéorème: (Inégalité de la moyenne)Soit f une fontion ontinue sur [a; b] et soit m et M deux réels tels que m ≤ f(x) ≤ M pour x ∈ [a; b]. On a alors
m(b− a) ≤

∫ b

a

f(x)dx ≤ M(b− a)3 Intégration par partiesPropriété:Soit u et v deux fontions dérivables telles que u′ et v′ soit ontinues sur un intervalle [a; b].On a ∫ b

a

u′(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]
b

a −
∫ b

a

u(x)v′(x)dx.Exemple:Calulons ∫ 2

1

x2 ln(x)dx.Pour ela posons
u(x) = ln(x) u′(x) =

1

x

v′(x) = x2 v(x) =
1

3
x3.Comme u′ et v′ sont ontinues sur [1; 2], on peut utiliser la formule d'intégration par parties, on obtient alors :

∫ 2

1

x2 ln(x)dx =

[

1

3
x3 ln(x)

]2

1

−
∫ 2

1

x2

3
dx

=

[

8

3
ln(2)− 0

]

−
[

x3

9

]2

1

=
8

3
ln(2)−

(

8

9
− 1

9

)

=
8

3
ln(2)− 7
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