Chapitre 14: Lois normales

1 Loi normale centrée réduite

Définition:

Une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite N'(0;1) si, pour tous réels a et b, tels que a < b :

€T

1 — —
e 2 estle fonction de densité de la loi N'(0;1)

V2T

On dit que f(x) =

Propriété:

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N'(0;1). X admet donc f pour densité et :

o L’aire totale sous la courbe de f est égale a 1, c’est a dire P(X € R) =1;

e La courbe Cy représentative de la fonction f est symétrique par rapport a l’aze des ordonnées (on dit que f est paire) ;
e E(X)=0,V(X)=1eto(X)=1.

Comme Cy est symétrique par rapport & ’axe des ordonnées, on peut démontrer que :

Propriété:

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N'(0;1) :

e P(X<0)=P(X>0)=0,5;

e Pour tout réel x, P(X < —x)=P(X>x2)=1-P(X <x);

A

o Pour tout réel x, P(—x < X <z)=1-2P(X >z)=2P(X <z)—-1;
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Théoréme:
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N'(0;1). Pour tout réel o €]0;1[, il existe un unique nombre strictement positif
U tel que :
P—usg <X <uy)=1—-«
Démonstration: 1 _ﬁ
Soit @ la fonction définie sur R par ®(z) = fjoo \/2_6 2 dx Cette fonction fait correspondre a un réel x laire sous la
T

courbe de la fonction f sur Uintervalle | — oo;z]. De plus,

O(z) = P(X <)

Soit « €]0; 1], on cherche un nombre x strictement positif tel que P(—x < X <z)=1—«. Ona :
«

P(—nggx)=2P(XSx)—1<:>1—a:2®(x)—1<:><I>(x)=1—§

. . « . .
Démontrer ce théoréme revient & montrer que l’équation ®(z) = 1 — 3 admet une unique solution pour o €]0;1[. Or la
fonction ® a les propriétés ci-dessous :
o O est strictement croissante sur R ;

. 1
. mh_f(l)l+ O(z) = 9(0) = 3 et llm O(z)=1

On peut ainsi résumer ces propmetes dans le tableau de variation ci-dessous :

N

Or pour a €]0;1],

MIQ

1{ donc d’apreés le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe un unique

1
2’
€]0; +o0[ tel que P (— X<uy)=1-a

a <
Remarque: o
Ainsi uq est l'unique antécédent de ®(x) =1 — 5 done ®(uy) =1—

| Q

Exemples:
Le théoréme ci-dessus permet d’obtenir les résultats suivants ( & connaitre) :

® ug 05 >~ 1,96 donc P(—1,96 < X <1,96) ~0,95

~1.96 1.96

® up01 ~ 2,58 donc P(—2,58 < X <2,58)~0,99
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2 Loi normale générale

Définition:
Une variable aléatoire X suit la loi normale N (u; 0?) si la variable aléatoire

B suit la loi normale centrée réduite N(0;1)

o
ol o est un réel strictement positif.

Propriété:
Si une variable aléatoire X suit la loi normale N (u;0?) alors BE(X) = u; V(X) =02 et o(X) = 0.

Exemples:

La densité de probabilité de X qui suit une loi normale N(u;0?) est représenté par une « courbe en cloche »dont l'aze de
symétrie a pour axe v = u et qui est plus ou moins étirée selon les valeurs prises par o. Pour = 10, on a tracé ci-dessous
la densité de X qui suit une loi normale N (u;0?) pour trois valeurs différentes de o :

A
0.8
0.6 -
0.4 -
oc=1
0-2 1 oc=3
1 1 2 3 4 5 6 7 8

Propriété:

Si une variable aléatoire X suit la loi normale N (u;02) alors on a :
e P(X€ep—o;u+o]) ~0,68

o P(X €lu—20;u+20]) ~0,95

o P(X €[u—30;u+30]) ~0,997

3 Approximation normale d’une loi binomiale

Théoréme: ( de Moivre-Laplace) X, — B(X) X, —np
Soit, pour tout entier n, une variable aléatoire X, qui suit une loi binomiale B(n,p) et Z, = — LA n
o

la variable centrée réduite associée a X,. Alors pour tous nombres a et b tels que a < b,

2

) x
e 2dx

b
i < < =
ngrile(a <Z,<b) /{7 Ner

Remarque:
Ce théoréme dit que pour de grandes valeurs de n, la loi binomiale B(n,p) est trés « proche sde la loi normale de méme
espérance np et de méme variance np(l — p).
Pour pouvoir approzimer la loi binomiale B(n,p) par la loi normale N'(np,np(1 — p)) avec une erreur minime, on fize les
conditions suivantes sur n et p :

n>30 ; np>5 ; n(l—p)>5



