
Chapitre 15: Géométrie vetorielle

1 Veteurs de l'espae

La dé�nition d'un veteur dans l'espae est la même que elle dans le plan. Ainsi, pour tous points A et B distints, le

veteur

−−→
AB est déterminé par :

• sa diretion, elle de la droite (AB) ;

• son sens, elui de A vers B ;

• sa norme, notée ||
−−→
AB||, qui est la distane AB.

Toutes les règles de alul vues dans le plan ainsi que la relation de Chasles sont valables dans l'espae.

On dé�nit de même la olinéarité dans l'espae omme dans le plan. Deux veteurs de l'espae

−→u et

−→v sont olinéaires s'il

existe k ∈ R tel que

−→u = k−→v . Les onséquenes sur le parallélisme et les alignements sont onservées, ainsi :

Propriété:

(AB) ‖ (CD) si et seulement si les veteurs

−−→
AB et

−−→
CD sont olinéaires.

Propriété:

Trois points distints de l'espae A, B et C sont alignés si et seulement si les veteurs

−−→
AB et

−→
AC sont olinéaires.

2 Veteurs oplanaires

Théorème:

A, B et C sont trois points non-alignés. Le plan (ABC) est l'ensemble des points M dé�nis par

−−→
AM = x

−−→
AB + y

−→
AC

où x ∈ R et y ∈ R.

x

y

×
A

×

B

×
C

×
M

×

×

Remarque:

Les veteurs

−−→
AB et

−→
AC sont des veteurs direteurs du plan (ABC). Ainsi pour dé�nir un plan P, il su�t de se donner un

point et deux veteurs non-olinéaires de e plan.
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Dé�nition:

On dit que les veteurs

−→u ,

−→v et

−→w sont oplanaires si lorsqu'on hoisit un point A quelonque, les points B, C et D tels

que

−→u =
−−→
AB,

−→v =
−→
AC et

−→w =
−−→
AD sont dans un même plan.

×A

×

B

×
C

×
D

−→u

−→v

−→w

Remarque:

Si les veteurs

−→u et

−→v sont olinéaires, les trois veteurs sont néessairement oplanaires. Ils appartiennent au plan dirigé

par

−→u ( ou

−→v ) et

−→w .

Théorème:

−→u ,

−→v et

−→w sont trois veteurs tels que

−→u et

−→v ne sont pas olinéaires.

Les veteurs

−→u ,

−→v et

−→w sont oplanaires si et seulement s'il existe deux nombres réels a et b tels que

−→w = a−→u + b−→v

On en déduit les propriétés suivants :

Propriété:

• A, B, C et D sont oplanaires si et seulement si

−−→
AB,

−→
AC et

−−→
AD sont oplanaires.

• Les droites (AB) et (CD) sont oplanaires si et seulement si

−−→
AB,

−→
AC et

−−→
AD sont oplanaires.

• les plans (ABC) et (DEF ) sont parallèles si et seulement si

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
DE et

−−→
DF sont oplanaires.

3 Repérage dans l'espae

Un repère de l'espae est omposé d'un point O (appelé origine du repère) et un triplet

(−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

de veteurs non-

oplanaires. On note

(

O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

e repère et on dit que

(−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

est une base de veteurs de l'espae.

Théorème:

(

O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

est un repère de l'espae. Pour tout point M de l'espae, il existe un unique triplet de nombres (x; y; z) tel

que :

−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k

Dé�nition:

(

O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)

est un repère de l'espae. Pour tout veteur

−→u de l'espae, il existe un unique point M tel que

−→u =
−−→
OM . Par

dé�nition, les oordonnées du veteur

−→u sont les oordonnées (x; y; z) de M et

−→u s'érit de manière unique sous la forme :

−→u = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k

Remarque:

Tous les aluls sur les oordonnées de la géométrie plane s'étendent à l'espae par l'ajout d'une troisième oordonnée.

Théorème:

−→u ,

−→v et

−→w sont trois veteurs non-oplanaires de l'espae. Pour tout veteur

−→m, il existe un unique triplet de nombres

(x; y; z) tel que :

−→m = x−→u + y−→v + z−→w

(x; y; z) sont les oordonnées de

−→m dans la base (−→u ,−→v ,−→w ).
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4 Représentation paramétrique

Dans e paragraphe, les oordonnées et équations sont données dans une repère orthonormée (O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ).

4.1 Représentation paramétrique d'une droite

Propriété:

Soit A(xA; yA; zA) un point et ~u(a; b; c) un veteur non nul de l'espae.

Un point M appartient à la droite D (A;−→u ) si et seulement si ses oordonnées véri�ent le système :







x = xA + ta

y = yA + tb

z = zA + tc

t ∈ R

On dit que e système est une représentation paramétrique (de paramètre t) de la droite D (A;−→u ).

Démonstration:

M(x; y; z) ∈ D si et seulement si

−−→
AM et

−→u sont olinéaires, 'est à dire si et seulement s'il existe un réel t tel que

−−→
AM = t−→u ⇔







x− xA = ta

y − yA = tb

z − zA = tc

⇔







x = xA + ta

y = yA + tb

z = zA + tc

.

Exemple:

Soit D la droite passant par A(1; 2; 3) et de veteur direteur

−→u (4; 5; 6).
On veut savoir si le point B(−3;−3;−3) appartient à D.

• La représentation paramétrique de D est :







x = 1 + 4t
y = 2 + 5t
z = 3 + 6t

.

• B ∈ D si et seulement s'il existe un réel t tel que







−3 = 1 + 4t
−3 = 2 + 5t
−3 = 3 + 6t

⇔







−4 = 4t
−5 = 5t
−6 = 6t

⇔ t = 1.

Ainsi, B ∈ D.

4.2 Représentation paramétrique d'un plan

Propriété:

Soit A(xA; yA; zA) un point, ~u(a; b; c) et ~v(α;β; γ) deux veteurs non-olinéaires de l'espae.

Un point M appartient au plan P (A;−→u ,−→v ) si et seulement si ses oordonnées véri�ent le système :







x = xA + ta+ sα

y = yA + tb+ sβ

z = zA + tc+ sγ

t ∈ R et s ∈ R

On dit que e système est une représentation paramétrique du plan P (A;−→u ,−→v ).

Démonstration:

M(x; y; z) ∈ P si et seulement s'il existe t et s tels que

−−→
AM = t−→u + s−→v

−−→
AM = t−→u + s−→v ⇔







x− xA = ta+ sα

y − yA = tb+ sβ

z − zA = tc+ sγ

⇔







x = xA + ta+ sα

y = yA + tb+ sβ

z = zA + tc+ sγ

.
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