
Restitution Organisée de Connaissan
e (R.O.C.)03/02/2014R.O.C. 1:Soit (un) et (vn) deux suites telles que :
• à partir d'un 
ertain rang, un ≤ vn ;
• lim

n→+∞

un = +∞ ;alors lim
n→+∞

vn = +∞Démonstration:
• Il existe un entier n0 tel que pour tout entier n, n ≥ n0, on a : un ≤ vn ;
• Soit A > 0 un réel �xé.La suite (un) a pour limite +∞ don
 l'intervalle ]A; +∞[ 
ontient tous les termes de la suite (un) à partir d'un rang n1 ;Si on 
onsidère n2 = max(n0, n1) alors pour tout entier n, n ≥ n2, l'intervalle ]A; +∞[ 
ontient tous les termes de la suite
(vn) don
 la suite (vn) a pour limite +∞.R.O.C. 2:Si q > 1 alors lim

n→+∞

qn = +∞Démonstration:Soit q > 1 alors q = 1 + a ave
 a > 0.pour n entier naturel, soit P(n), la propriété
qn ≥ 1 + naInitialisation : Pour n = 0, q0 = 1 et 1 + 0.a = 1 don
 P(0) est vraie.Hérédité : Supposons que la propriété P(n) est vraie pour un entier naturel n donné. Par hypothèse de ré
urren
e :
qn ≥ 1 + nadon


qn+1 ≥ (1 + na)(1 + a)puisque (1 + a) = q > 0
qn+1 ≥ 1 + na+ a+ na2et na2 ≥ 0 don


qn+1 ≥ 1 + (n+ 1)a+ na2 ≥ 1 + (n+ 1)aLa propriété P(n+ 1) est alors vraie.Con
lusion : D'après le prin
ipe de ré
urren
e, qn ≥ 1 + na pour tout entier n.Or lim
n→+∞

1 + na = +∞ pour a > 0 don
 d'après le théorème de 
omparaison lim
n→+∞

qn = +∞.R.O.C. 3:Si une suite (un) est 
roissante et non majorée alors lim
n→+∞

un = +∞.Démonstration:Soit (un) une suite 
roissante et non majorée.
• (un) est non-majorée don
 pour tout réel A > 0, il existe n0 tel que un0

> A ;1



• (un) est 
roissante don
 pour tout entier n ≥ n0, un > A.Ainsi, quelque soit A > 0, il existe n0 tel que pour tout entier n ≥ n0, un0
> A 
e qui revient à dire que

lim
n→+∞

un = +∞R.O.C. 4:Si A et B sont deux événements indépendants alors A et B sont deux événements indépendants.Démonstration:D'après la formule des probabilités totales, P (B) = P (A ∩B) + P (A ∩B) don

P (A ∩B) = P (B)− P (A ∩B)Or A et B sont indépendants d'où

P (A ∩B) = P (B)− P (A)P (B)
P (A ∩B) = (1− P (A)) × P (B)
P (A ∩B) = P (A)× P (B)On en déduit que A et B sont deux événements indépendants.R.O.C. 5:Il existe une et une seule fon
tion f dérivable sur R et véri�ant :

(E) :

{

f ′ = f

f(0) = 1Démonstration:L'existen
e d'une telle fon
tion est admise, montrons que 
elle-
i est unique.
• Montrons d'abord que si f véri�e (E) alors f ne s'annule pas sur R.Pour 
ela, on introduit la fon
tion g dé�nie sur R par g(x) = f(x)f(−x).
g est dérivable sur R et :

g′(x) = f ′(x)f(−x) + f(x)(−f ′(−x)) = f(x)f(−x)− f(x)f(−x) = 0 
ar f ′ = f.La fon
tion g est don
 
onstante sur R et g(x) = g(0) = f(0)f(0) = 1 pour tout x ∈ R.Par l'absurde, supposons qu'il existe un réel x0 véri�ant f(x0) = 0, on aurait alors g(x0) = 1 = f(x0)f(−x0) = 0 soit
1 = 0 
e qui est absurde don
 f ne s'annule pas sur R.

• Soit f1 et f2 deux fon
tions véri�ant (E), posons q =
f1

f2
.Par 
e qui pré
ède f2 ne s'annule pas sur R don
 q est dérivable sur R, 
omme quotient de fon
tions dérivables.De plus, (f1

f2

)

′

=
f ′

1f2 − f1f
′

2

f2
2

=
f1f2 − f1f2

f2
2

= 0.La fon
tion q est don
 
onstante sur R et q(x) = q(0) =
f1(0)

f2(0)
= 1 : on a don
 montré que f1(x) = f2(x) pour tout x ∈ R
'est à dire qu'il existe une unique fon
tion véri�ant (E).R.O.C. 6:

lim
x→+∞

ex = +∞ et lim
x→−∞

ex = 0.Démonstration:Pour déterminer lim
x→+∞

ex, on étudie la fon
tion h(x) = ex − x.
h est dérivable sur [0; +∞[ et h′(x) = ex − 1.
x 7−→ ex est stri
tement 
roissante sur [0; +∞[et h′(0) = 0 don
 h′(x) ≥ 0 sur [0; +∞[ soit h est 
roissante sur [0; +∞[.Or h(0) = 1 don
 h(x) ≥ 0 sur [0; +∞[ soit ex > x sur [0; +∞[ et lim

x→+∞

x = +∞ don
 d'après le théorème de 
omparaison
lim

x→+∞

ex = +∞Pour déterminer lim
x→−∞

ex on e�e
tue un 
hangement de variable.
lim

x→−∞

−x = +∞. Posons X = −x, on a alors ex = e−X et lim
X→+∞

e−X = lim
X→+∞

1

eX
= 0 don
 lim

x→−∞

ex = 0.2



R.O.C. 7:Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fon
tion Φ : x 7−→

∫ x

a

f(x)dx est dérivable sur [a; b]et Φ′ = fDémonstration:On se pla
e dans le 
as où f est 
roissante sur [a; b]. Soit x0 et h deux nombres tels que x0 ∈ [a, b], x0 + h ∈ [a; b] et h 6= 0.Si h > 0, 
omme f est 
roissante, f(x0) ≤ f(x0+h). De plus, Φ(x0 +h)−Φ(x0) exprime l'aire sous C sur [x0;x0+h] don
l'aire sous la 
ourbe est en
adrée par l'aire des re
tangles de largeur h et de hauteur f(x0) et f(x0 + h) d'où :
h× f(x0) ≤ Φ(x0 + h)− Φ(x0) ≤ h× f(x0 + h)

1 u.a. baf(x0)

f(x0 + h)

x0 x0 + h

C

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

et 
omme h est non-nul et positif, on obtient : f(x0) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0 + h)Si h < 0, 
omme f est 
roissante, f(x0 +h) ≤ f(x0). De plus, Φ(x0)−Φ(x0 +h) exprime l'aire sous C sur [x0 +h;x0] don
l'aire sous la 
ourbe est en
adrée par l'aire des re
tangles de largeur −h et de hauteur f(x0) et f(x0 + h) d'où :

−h× f(x0 + h) ≤ Φ(x0)− Φ(x0 + h) ≤ −h× f(x0)

1 u.a. baf(x0 + h)

f(x0)

x0 + h x0

C

Φ(x0)− Φ(x0 + h)

et 
omme h est non-nul et négatif, on obtient en divisant par −h qui est positif : f(x0 + h) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0)Par 
ontinuité de f en x0, on a lim

h→0
f(x0 + h) = f(x0) don
 d'après le théorème des gendarmes :

lim
h→0

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
= f(x0)Ainsi Φ est dérivable en x0 et Φ′(x0) = f(x0) pour tout réel x0 de [a; b] don
 Φ est dérivable sur [a; b] et Φ′ = fR.O.C. 8:Toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b] admet des primitives sur [a; b].Démonstration:On admet que toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b] admet un minimum m et un maximum M .Soit don
 f une fon
tion 
ontinue sur [a; b]. Il existe m ∈ R tel que f(x) ≥ m sur [a; b] don
 la fon
tion h(x) = f(x)−m estune fon
tion 
ontinue et positive sur [a; b].D'après le théorème pré
édent, h admet une primitive Φ sur [a; b], ave
 Φ′(x) = h(x).Posons don
 F (x) = Φ(x) +mx.

F est dérivable sur [a; b] et F ′(x) = Φ′(x) +m = f(x)−m+m = f(x) don
 F est une primitive de f sur [a; b]3


