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R.O.C. 1:
Soit (up) et (v,) deux suites telles que :
e 4 partir d’un certain rang, u, < vy, ;

o lim wu, =4o00;
n—-+o0o

alors lim v, =4+
n—-+o0o

Démonstration:
o [l existe un entier ng tel que pour tout entier n, n > ng, on @ : Uy < Uy ;

o Soit A > 0 un réel fixé.
La suite (u,) a pour limite 400 donc 'intervalle | A; +00] contient tous les termes de la suite (uy,) & partir d’un rang nq ;

Si on considére ny = max(ng,ny1) alors pour tout entier n, n > na, lintervalle |A; +oo| contient tous les termes de la suite
(vy) donc la suite (v,) a pour limite +oo.

R.O.C. 2:

Sig>1alors lim ¢" =+oc0
n—-+oo

Démonstration:
Soit ¢ > 1 alors g =1+ a avec a > 0.

pour n entier naturel, soit P(n), la propriété
" >1+na

Initialisation : Pour n =10, ¢° =1 et 1 +0.a =1 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons que la propriété P(n) est vraie pour un entier naturel n donné. Par hypothése de récurrence :
" >1+na
donc
¢"t' > (1+na)(1 +a)

puisque (1 +a) =g >0
¢"*' > 1+ na+a+na®

et na? >0 donc
M >1+(n+Da+na®>1+ (n+1)a

La propriété P(n+ 1) est alors vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, ¢" > 1+ na pour tout entier n.

Or lim 1+ na= 400 pour a >0 donc d’aprés le théoréeme de comparaison lim ¢" = 4o0.
n—-+o0o n—-+o0o
R.O.C. 3:

Si une suite (u,) est croissante et non majorée alors lim w, = +o0.
n—-+oo

Démonstration:
Soit (uy) une suite croissante et non magjorée.

e (u,) est non-majorée donc pour tout réel A > 0, il existe nq tel que un, > A;



o (uy,) est croissante donc pour tout entier n > ng, u, > A.

Ainsi, quelque soit A > 0, il existe ng tel que pour tout entier n > ng, un, > A ce qui revient a dire que

lim w, = +oo
n—-+oo

R.O.C. 4:

Si A et B sont deux événements indépendants alors A et B sont deux événements indépendants.

Démonstration:
D’apres la formule des probabilités totales, P(B) = P(AN B) + P(AN B) donc

P(ANB)=P(B) - P(ANDB)

Or A et B sont indépendants d’ou

P(AnB) = P(B)- P(A)P(B)
P(ANB) = (1-—P(A4))x P(B)
P(AnB) = P(A) x P(B)

On en déduit que A et B sont deux événements indépendants.

R.O.C. 5:

Il existe une et une seule fonction f dérivable sur R et vérifiant :

[ r=1
®{ fols

Démonstration:

L’existence d’une telle fonction est admise, montrons que celle-ci est unique.

e Montrons d’abord que si f vérifie (E) alors f ne s’annule pas sur R.
Pour cela, on introduit la fonction g définie sur R par g(x) = f(x)f(—x).
g est dérivable sur R et :

g'(x) = f'(@)f(=x) + f(@)(=f'(=2)) = f(@)f(=2) — f(2)f(-2) =0 car f' = f.

La fonction g est donc constante sur R et g(xz) = g(0) = £(0)f(0) = 1 pour tout z € R.

Par Uabsurde, supposons qu’il existe un réel xy vérifiant f(xo) = 0, on aurait alors g(xg) = 1 = f(xo)f(—z¢) = 0 soit
1 =0 ce qui est absurde donc f ne s’annule pas sur R.
o Soit f1 et fy deuz fonctions vérifiant (E), posons ¢ = %
2
Par ce qui précéde fo ne s’annule pas sur R donc q est dérivable sur R, comme quotient de fonctions dérivables.

! / . / .
De plus, <ﬁ> _fife 2f1f2 _ N 2f1f2 _o.
f2 3 f
0
La fonction q est donc constante sur R et g(z) = q(0) = ;1503 =1 :on a donc montré que f1(x) = fo(x) pour tout x € R
2
c’est a dire qu’il existe une unique fonction vérifiant (E).
R.O.C. 6:
lim e®=+ocoet lim e*=0.
Tr—r+00 T—r—00
Démonstration:
Pour déterminer lim e®, on étudie la fonction h(x) = e* — x.

r— 400
h est dérivable sur [0; +o00[ et A/ (x) = e* — 1.
x — e est strictement croissante sur [0;+oo[et h'(0) =0 done h'(x) > 0 sur [0;+o0] soit h est croissante sur [0;+00].
Or h(0) =1 donc h(x) > 0 sur [0; +00[ soit e” > x sur [0;+o0] et lirf x = 400 donc d’apreés le théoréme de comparaison
Tr—r+00

lim e* =400
r— 400

Pour déterminer lim e” on effectue un changement de variable.
Tr—r—00
. . _ 1 .
lim —z = +o0. Posons X = —x, on a alors e* = e X et lim e X = lim — = 0 donc lim e* =0.
T——00 Xj)Jroo X—+o0 e T——00



R.O.C. 7:
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fonction @ : z — / f(x)dx est dérivable sur [a; b]
et ' = f ‘

Démonstration:
On se place dans le cas ow f est croissante sur [a;b]. Soit xg et h deux nombres tels que xg € [a,b], xg + h € [a;b] et h # 0.

Sih >0, comme f est croissante, f(xg) < f(xo+h). De plus, ®(xo+h) — ®(xg) exprime laire sous C sur [xo; xo+ h] donc
Uaire sous la courbe est encadrée par Uaire des rectangles de largeur h et de hauteur f(xzo) et f(xo+ h) d'ou :

h x f(zo) < ®(xzo + h) — (o) < h x f(zo + h)

f(zog 4+ h) p-----mmmmmmmmmmmmeees

Jlag) [rrrmmmmmmmmmmme s l

0 oo ot h

D(xo + h})L — ®(x0) < flao + h)

Sih <0, comme f est croissante, f(xo+h) < f(zo). De plus, ®(z¢) — ®(zo+ h) exprime aire sous C sur [xo + h; xo] donc
Uaire sous la courbe est encadrée par Uaire des rectangles de largeur —h et de hauteur f(xo) et f(xo+h) d'ou :

et comme h est non-nul et positif, on obtient : f(xg) <

—h x f(zo +h) < ®(xg) — P(zo + h) < —h x f(x0)

f(zo) :

flag+h) [~ 2 :

a x'0+h'w0 ‘ b

< f(=o)

P h)— @
et comme h est non-nul et négatif, on obtient en divisant par —h qui est positif : f(zo + h) < (zo + ZL (zo)

Par continuité de f en xo, on a %in%) flxo+ h) = f(xg) donc d’aprés le théoréme des gendarmes :
—

h—0 h

Ainsi ® est dérivable en xg et ' (x0) = f(xo) pour tout réel o de [a;b] donc @ est dérivable sur [a;b] et ' = f

R.O.C. 8:
Toute fonction continue sur un intervalle [a;b] admet des primitives sur [a; b].

Démonstration:

On admet que toute fonction continue sur un intervalle [a;b] admet un minimum m et un maximum M.

Soit donc f une fonction continue sur [a;b]. Il existe m € R tel que f(x) > m sur [a;b] donc la fonction h(z) = f(x) —m est
une fonction continue et positive sur [a;b).

D’aprés le théoréme précédent, h admet une primitive ® sur [a;b], avec ®'(x) = h(x).

Posons donc F(x) = ®(z) + mz.

F est dérivable sur [a;b] et F'(z) = ®'(x) + m = f(x) —m +m = f(x) donc F est une primitive de f sur [a;b)



