Chapitre 6: Continuité et dérivation

1 Continuité d’une fonction
Définition:
f est une fonction définie sur un intervalle I et a est un nombre réel appartenant & I. On dit que :

o f est continue a si f a une limite finie en a telle que lim f(z) = f(a) ;
r—a

o [ est continue sur lintervalle I si f est continue en tout nombre de I.

Remarque:

Une fonction définie sur un intervalle I est continue sur I si sa courbe représentative ne présente aucune rupture (on peut
la tracer sans lever le crayon de la feuille).

Exemple:
La fonction x — 2 est continue sur R alors que la fonction x — E(x) n’est pas continue sur R :

\ . / y =|E(x)
ySzT
43 2 -1

Théoréme:
Soit (uy) la suite définie par la donnée de ug et la relation de récurrence un1 = f(uy).
Si (un) a une limite finie l et si f est continue en 1, alors | = f(1).

Démonstration:
(un) converge vers l donc lm wu, = 1.
n—-+oo

Posons © = u,, comme [ est continue en | donc 1iml f@) = f(l) donc lim f(u,) = f(1) soit 11)1}_1 Unt1 = f(1).
r—r n oo

nll)-i-oo
Les suites (up,) et (upt1) ont la méme limite donc 1 = f(1).
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2 Dérivabilité et continuité

Dans cette partie, f est une fonction définie sur un intervalle I et a est un nombre réel appartenant a I.

2.1 Dérivabilité
Définition:
| est dérivable en a de nombre dérivée f'(a) si

i JOEN =@ _ s T@ @

h—0 h z—a Tr—a

Ainsi, dire que f est dérivable en a de nombre dérivée f'(a) signifie que la courbe de la fonction f admet en A(a; f(a)) une
tangente non-verticale d’équation y = f'(a)(x — a) + f(a)

2.2 Lien entre dérivabilité et continuité

Théoréme:
o Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

o Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.
Démonstration:

h) —
Soit T la fonction définie par T (h) = flath) - f(a)

f est dérivable en a donc T a pour limite f'(a) lorsque h tend vers 0. Ainsi,pour h #0 :

pour h # 0 avec a+ h € 1.

T(h) = w < hT'(h) = f(x+h) — f(z) < fla+h) = f(a) + AT (h)
Comme }ILiE%T(h) = f'(a) on a %li% fla+h)= f(a).
On pose x = a+ h soit h =x — a et on obtient : mli;gof(x) = f(a) soit lim f(x) = f(a) donc f est continue en a.

T—a

Remarque:
La réciproque de ce théoréme est fausse : la fonction racine carrée est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

2.3 Conséquences

On a montré en premiére que les fonctions polynémes sont dérivables sur R, que les fonctions rationnelles sont dérivables sur
leur domaine de définition et que la fonction racine carrée est dérivable sur ]0; +o00[ donc ces fonctions sont continues sur ces
ensembles d’aprés le théoréme précédent.

Cependant pour la fonction racine carrée, on peut montrer qu’elle est aussi continue en 0 puisque ill)% V=20
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3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme: (des valeurs intermédiaires)
f est une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Pour tout nombre k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un
nombre ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

\]

Corollaire:
Si f est une fonction continue et stricternent monotone sur [a;b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l'équation
f(x) =k a une solution unique dans [a;b].

% LLLO
\]

Démonstartion:

L’ezistence de la solution est assurée par le théoréme des valeurs intermédiaires. Supposons qu’on ait deux solutions distinctes
To et x1.

D’une part f(xo) = k = f(x1) et d’autre part comme xo # x1 (par exemple xo < x1) alors f(xo) # f(x1) car [ est strictement
monotone.

L’hypothése de départ est fausse, on ne peut pas avoir deux solutions distinctes et il n’existe donc qu’une unique solution a
l’équation.

Remarque:
1l existe des extensions a ce corollaire dans le cas d’intervalles ouverts ou semi-ouverts a l'aide des limites. Voir les exemples
en exercice.
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4 Dérivées de fonctions composées

4.1 Rappels

f f dérivable sur f!
f(x) =k sur R avec k réel R fl(x)=0
f(z) =z sur R R flx)y=1
f(x) = 2% sur R R f'(x) =2z
f(z) =23 sur R R f'(z) = 322
f(x) = 2™ sur R avec n € N* R f(x) =na™t
f(z) = 1 sur R* R* f(x) = S
= g2
f(ZC) = x_n sur avec n € f (CC) = —W
1
f(z) = Va sur [0 +oof J05 +o0] f(@) = oV
f(z) = cos(z) sur R R f'(z) = —sin(z)
f(z) =sin(z) sur R R f'(z) = cos(x)
4.2 Fonctions composées
Théoréme:
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et n un entier naturel :
e Pour n > 2, la fonction u™ est dérivable sur I et (u™)' = nu/u""";
1 1)’ '
e Pourn > 1, la fonction o est dérivable pour tout réel x € I tel que u(x) £ 0 et (E) = —n#.
Cette égalité ce note aussi : (u™") = —nu'u=""1
Exemples:
e La fonction f:x s (4x —5)3 est dérivable sur R et f'(x) =3 x 4 x (42 — 5)371 soit f'(z) = 12(4x — 5)?
1 1 -8
e La fonction f: 2z +— RS est dérivable sur R et f'(x) = —4 X 2z x GRS soit f'(x) = ﬁ

Théoréme:
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I tel que pour tout réel x € I tel que u(x) > 0.

!/
La fonction \/u est dérivable sur I et (\/u) = 4

NG

Exemple:

2 7
La fonction f: xv—— /Tx — 2 est dérivable sur} = —|—oo{ et f'(x) =

2/Tx — 2

4.3 Généralisation
Théoréme:

Soit f dérivable sur J et u dérivable sur I telles que u(xz) € J pour tout x de I. La fonction g = f ou est alors dérivable sur
I et:

g'(x) = u'(x) x [ (u(x))



