
Chapitre 26: Lois normales

1 Loi normale 
entrée réduite

Théorème:

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N (0; 1). Pour tout réel α ∈]0; 1[, il existe un unique nombre stri
tement positif

uα tel que :

P (−uα ≤ X ≤ uα) = 1− α

Démonstration:

Soit Φ la fon
tion dé�nie sur R par Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2π

e
−

x2

2 dx Cette fon
tion fait 
orrespondre à un réel x l'aire sous la


ourbe de la fon
tion f sur l'intervalle ]−∞;x]. De plus,

Φ(x) = P (X ≤ x)

Soit α ∈]0; 1[, on 
her
he un nombre x stri
tement positif tel que P (−x ≤ X ≤ x) = 1− α. On a :

P (−x ≤ X ≤ x) = 2P (X ≤ x)− 1 ⇐⇒ 1− α = 2Φ(x)− 1 ⇐⇒ Φ(x) = 1− α

2

Démontrer 
e théorème revient à montrer que l'équation Φ(x) = 1 − α

2
admet une unique solution pour α ∈]0; 1[. Or la

fon
tion Φ a les propriétés 
i-dessous :

• Φ est stri
tement 
roissante sur R ;

• lim
x→0+

Φ(x) = Φ(0) =
1

2
et lim

x→+∞

Φ(x) = 1

On peut ainsi résumer 
es propriétés dans le tableau de variation 
i-dessous :

x 0 +∞

Φ(x)

1

2

�✒
�

�

1

Or pour α ∈]0; 1[, 1 − α

2
∈

]

1

2
; 1

[

don
 d'après le 
orollaire du théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique

uα ∈]0; +∞[ tel que P (−uα ≤ X ≤ uα) = 1− α

Remarque:

Ainsi uα est l'unique anté
édent de Φ(x) = 1− α

2
don
 Φ(uα) = 1− α

2
.

Exemples:

Le théorème 
i-dessus permet d'obtenir les résultats suivants ( à 
onnaitre) :

• u0,05 ≃ 1, 96 don
 P (−1, 96 ≤ X ≤ 1, 96) ≃ 0, 95

−1.96 1.96

0, 95
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• u0,01 ≃ 2, 58 don
 P (−2, 58 ≤ X ≤ 2, 58) ≃ 0, 99

−2, 58 2, 58

0, 99

2 Loi normale générale

Dé�nition:

Une variable aléatoire X suit la loi normale N (µ;σ2) si la variable aléatoire

X − µ

σ
suit la loi normale 
entrée réduite N (0; 1)

où σ est un réel stri
tement positif.

Propriété:

Si une variable aléatoire X suit la loi normale N (µ;σ2) alors E(X) = µ ; V (X) = σ2
et σ(X) = σ.

Exemples:

La densité de probabilité de X qui suit une loi normale N (µ;σ2) est représenté par une � 
ourbe en 
lo
he �dont l'axe de

symétrie a pour axe x = µ et qui est plus ou moins étirée selon les valeurs prises par σ. Pour µ = 10, on a tra
é 
i-dessous

la densité de X qui suit une loi normale N (µ;σ2) pour trois valeurs di�érentes de σ :
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σ =
1

2

σ = 1

σ = 3

Propriété:

Si une variable aléatoire X suit la loi normale N (µ;σ2) alors on a :

• P (X ∈ [µ− σ;µ+ σ]) ≃ 0, 68

• P (X ∈ [µ− 2σ;µ+ 2σ]) ≃ 0, 95

• P (X ∈ [µ− 3σ;µ+ 3σ]) ≃ 0, 997

3 Approximation normale d'une loi binomiale

Théorème: ( de Moivre-Lapla
e)

Soit, pour tout entier n, une variable aléatoire Xn qui suit une loi binomiale B(n, p) et Zn =
Xn − E(Xn)

σ(X)
=

Xn − np
√

np(1− p)
,

la variable 
entrée réduite asso
iée à Xn. Alors pour tous nombres a et b tels que a ≤ b,

lim
n→+∞

P (a ≤ Zn ≤ b) =

∫ b

a

1√
2π

e
−

x2

2 dx

Remarque:

Ce théorème dit que pour de grandes valeurs de n, la loi binomiale B(n, p) est très � pro
he �de la loi normale de même

espéran
e np et de même varian
e np(1− p).
Pour pouvoir approximer la loi binomiale B(n, p) par la loi normale N (np, np(1 − p)) ave
 une erreur minime, on �xe les


onditions suivantes sur n et p :

n ≥ 30 ; np ≥ 5 ; n(1− p) ≥ 5
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