Chapitre 5: Etude de limites

1 Opérations sur les limites

1.1 Limite d’une somme

Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deuz réels. a est soit un réel soit —oco ou soit +oo.

Si la limite de f en a est l l l 400 | —00 | 400
et la limite de g en a est U 400 | —o0 | +00 | —00 | —o0
alors la limite de (f +g) enaest | |+1' | +o0 | —00 | 00 | —c0 | FI

FI signifie forme indéterminée, c’est a dire qu’on doit effectuer une étude particuliére pour déterminer la limite de (f +g).

Exemple:

1 1
lim 22 =400 et lim — =0 donc lim 22+ = =+
T——00 T——00 I T——00 €T

lim —3zx+2=—-0c0 et lim —/x = —oo0 donc lim —3z+2—+z=—-00

T—>+00 T—r+00 —+00

1 1
lim vVz=0 et lim = =400 donc lim /z+ = =400
x

z—01 z—0t T z—0*t

1.2 Limite d’un produit

Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels. a est soit un réel soit —oco ou soit +oo.

Si la limite de f en a est I 1I>011>0(1<0|1l<0] 400 | 400 | —0 0
et la limite de g en a est U] 400 | —00 | 400 | —o0 | 400 | —00 | —0 | Too
alors la limite de (f X g) ena est | 1" | 400 | —c0 | —00 | 400 | +00 | —00 | 400 | FI
Exemple:
lim vz =400 et lim —z?=—0c0 donc lim —2?yz = —00
r——+00 r—+00 r— 400

1 1 1 1
lim 2+—=2 et lim 3+ —=3 donc lim (2+—) (3+—>=6
T T

T—+—00 x T——00 x T——00

1.3 Limite d’un quotient

On distingue ici deux cas :

|1e dénominateur a une limite non-nul : |

Théoréme:
Dans le tableau suivant, | et I’ sont deux réels. a est soit un réel soit —oco ou soit +oo.

Si la limite de f en a est l l 400 +00 —00 —c0 | Too
et la limite de g en a est V40| Too [I'>0|0U'<0|1I'>0]1I"<0] Too
{
alors la limite de i en a est 7 0 400 —00 —00 400 FI
q
Exemple:
. . 1 . x
lim Vzx=400 et lim —24+==-2 donc lim = —00
Tr——+00 r——+00 €T r— 400
—24+ —
x

1



1.4 Formes indéterminées 3 LIMITE D’'UNE FONCTION COMPOSEE

le dénominateur a une limite nul :

Théoréme:
Dans le tableau suivant, [ est un réel non-nul. a est soit un réel soit —oo ou soit +00.

Si la limite de f en a est [>0]1>0]|I<0|l<0]| O

et la limite de g en a est 0t 0~ 0t 0~ 0

alors la limite de i enaest| +oo0 | —oo | —oo | +oo | FI

g
Exemple:
20+ 7
li =0T et lim 2 T=7 d li =

S VE=0T e lip 2w T=T done N 5 =

1.4 Formes indéterminées

D’aprés ce qui a été vu précédemment, on compte quatre formes indéterminées :

00 0
”CX) _ OO” 770 >< m” ” _77 ” _77
00 0
Dans ce cas, il faut faire une étude particuliére pour "lever 'indétermination".
2 Théorémes de comparaison
Théoréme: (Théoréme des gendarmes)
Soit f, u et v trois fonctions définies sur |A; +ool.
. < < . _ _ . _
Siu(z) < f(x) <v(z) et wll)r_‘r_loo u(z) mll}r_iloov(x) [ alors mEI-ll—loof(I) l

Démonstartion:
Soit I un intervalle ouvert contenant [.
lim wu(z) =1 donc il existe un réel M tel que pour tout x > M ; u(z) € I.

r— 400

hrf v(z) =1 donc il existe un réel M’ tel que pour tout x > M’ ; v(z) € I.
T—r+00

Si on note M" le plus grand de A, M et M' alors pour tout x > M" ; f(x) € I. On en déduit donc que f tend versl en +oo.

Théoréme: (Théoréme de comparaison)

Soit [ et g deux fonctions définies sur I =]A; +o00].

o Sipour tout x € I, f(z) < g(x) et hrf f(z) = +oo alors HIJP g(x) = +00;
T—r+00 T—r1+00

o Sipour tout x € I, f(z) < g(x) et xgrfoog(x) = —oo alors xgrfoof(:v) =—00;

Remarque:
On a des propriétés similaires dans le cas de limite en —oo et en un réel a.

3 Limite d’une fonction composée

Définition:
La fonction f est appelée la composée de la fonction u suivie de la fonction v, si on a :

On note f=wvou
Théoréme:

a, b et ¢ désignent soit un réel, soit +00, soit —oo. u, v et [ désignent des fonctions telles que f = vou.

Si ;g}r(ll u(r)=>b et )lflglbv(X) =c alors ;g}r(ll flx)=c

Exemple: 1
Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) =1/2+ e

Posons X =2+ %
lim 2+1=2 e limVX=v2 alors hIJIrl flz) =2
Tr—r+00

r—+00 X—2
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