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Loi binomiale et intervalle de �u
tuation au seuil de 1− α

I Dé�nition et premier exemple

Un méde
in de santé publique veut savoir si, dans sa région, le pour
entage d'habitants atteints d'hypertension artérielle est

égale à la valeur de 16% ré
emment publiée pour des populations semblables.

On note p la proportion d'hypertendus dans la population de sa région, i
i on suppose don
 que p = 0, 16.

La question qu'on peut alors se poser est 
omment valider ou non 
ette hypothèse ?

Le méde
in va don
 
onstituer un é
hantillon de n = 100 personnes 
hoisies au hasard (la population est su�samment

importante pour 
onsidérer qu'il s'agit de tirages ave
 remise).

1. Soit X la variable aléatoire 
orrespondant au nombre d'hypertendus observé dans un é
hantillon de taille n = 100. Déter-
miner la loi de X .

On 
her
he à déterminer l'intervalle de �u
tuation au seuil de 1−α, relatif à 
et é
hantillon de taille n = 100, 
'est à dire
l'intervalle 
entré autour de p qui 
ontient la fréquen
e observée f ave
 une probabilité égale à 1−α. Dans notre exemple,

on prend α = 0, 05 soit 1− α = 0, 95.

2. Déterminer le nombre d'hypertendus 
orrespondant à la proportion d'hypertendus pour un é
hantillon de taille n = 100.

3. Déterminer le plus petit entier a tel que P (X ≤ a) > 0, 025.

4. Déterminer le plus petit entier b tel que P (X ≤ b) ≥ 0, 975.

5. En déduire une minoration de P (a ≤ X ≤ b).

Ainsi, la fréquen
e f observée par le méde
in a une probabilité de 0, 95 de véri�er a ≤ nf ≤ b soit

a

n
≤ f ≤

b

n
. On en

déduit que l'intervalle de �u
tuation au seuil de 95% de la proportion d'hypertendus p = 0, 16 est l'intervalle

[

a

n
;
b

n

]

6. Le méde
in re
ense 24 hypertendus sur son é
hantillon de taille n = 100. Quelle dé
ision peut-il prendre au seuil de 95% ?

7. Le méde
in réalise un nouvel é
hantillon de taille n = 1000 et re
ense 179 hypertendus. Ce résultat 
on�rme t'il le

pré
édent au seuil de 95% ?

8. Faire la même étude au seuil de 99%.

II Cours

Au sein d'une population, on suppose que la proportion d'un 
ertain 
ara
tère est p. On souhaite juger 
ette hypothèse. Pour


ela on prélève dans la population au hasard et ave
 remise, un é
hantillon de taille n sur lequel on observe une fréquen
e f
de 
e 
ara
tère.

Dé�nition:

L'intervalle de �u
tuation au seuil de 1 − α d'une fréquen
e, sur un é
hantillon aléatoire de taille n, selon la loi binomiale

de paramètres n et p est :

[

a

n
;
b

n

]

ave
 a le plus petit entier tel que P (X ≤ a) >
α

2
et b le plus petit entier tel que P (X ≤ b) ≥ 1−

α

2
.

Règle:

• Si f ∈

[

a

n
;
b

n

]

, l'hypothèse est a

eptée au seuil de 1− α ;

• Si f /∈

[

a

n
;
b

n

]

, l'hypothèse est rejetée au seuil de 1− α.
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III Appli
ations

Exer
i
e 1:

Monsieur M , 
hef du gouvernement d'un pays lointain, a�rme que 52% des éle
teurs lui font 
on�an
e. On interroge 100
éle
teurs au hasard (la population est su�samment importante pour 
onsidérer qu'il s'agit de tirages ave
 remise) et on

souhaite savoir à partir de quelles fréquen
es, au seuil de 95%, on peut mettre en doute le pour
entage annon
é par Monsieur

M , dans un sens, ou dans l'autre.

1. On fait 
on�an
e à l'hypothèse de Monsieur M et soit X la variable aléatoire 
orrespondant au nombre d'éle
teurs qui

lui font 
on�an
e dans un é
hantillon de taille n = 100. Déterminer la loi de X .

2. Déterminer l'intervalle de �u
tuation au seuil de 95% obtenu grâ
e à la loi binomiale.

3. Comparer ave
 l'intervalle de �u
tuation au seuil de 95% donnée en se
onde.

4. Sur les 100 éle
teurs interrogés au hasard, 43 dé
larent avoir 
on�an
e en Monsieur M . Peut-on 
onsidérer, au seuil de

95%, l'a�rmation de Monsieur M 
omme exa
te ?

Exer
i
e 2:

En novembre 1976 dans un 
omté du sud du Texas, Rodrigo Partida est 
ondamné à huit ans de prison. Il attaque 
e jugement

au motif que la désignation des jurés de 
e 
omté est, selon lui, dis
riminante à l'égard des Améri
ains d'origine mexi
aine.

Alors que 80% de la population du 
omté est d'origine mexi
aine, sur les 870 personnes 
onvoquées pour être jurés lors des

années pré
édentes , il n'y a eu que 339 personnes d'origine mexi
aine.

Devant la Cour Suprême, un expert statisti
ien produit des arguments pour 
onvain
re du bien fondé de la requête de l'a

usé.

En vous situant dans le r�le de 
et expert, pouvez-vous dé
ider si les Améri
ains d'origine mexi
aine sont sous-représentés

dans les jurys de 
e 
omté ?

Exer
i
e 3:

Voi
i les résultats du premier tour de l'éle
tion présidentielle de 2002, où un total de 28.498.471 bulletins de votes furent


omptabilisés :

Nom CHIRAC LE PEN JOSPIN BAYROU LAGUILLER

Prénom Ja
ques Jean-Marie Lionel François Arlette

Partie RPR FN PS UDF LO

% des voix exprimés 19, 88% 16, 86% 16, 18% 6, 84% 5, 72%

1. Déterminer le nombre de voix obtenues par 
ha
un de 
es 
inq 
andidats.

Voi
i les résultats de sondages e�e
tués avant 
e premier tour sur un panel représentatif de 1.000 éle
teurs. Chaque sondage

orrespond ainsi à un é
hantillon de 1.000 personnes.

Nom CHIRAC LE PEN JOSPIN

Prénom Ja
ques Jean-Marie Lionel

10-11 avril - CSA 21% 12% 19%
13-15 avril - Sofres 20% 13% 18%
17-18 avril - CSA 19, 5% 14% 18%

2. Déterminer, en utilisant la loi binomiale, l'intervalle de �u
tuation au seuil de 95% pour 
haque 
andidat.

3. Déterminer les é
hantillons que l'on peut valider au seuil de 95%.

4. Con
lure.

Exer
i
e 4:

Un groupe de 
itoyens demande à la muni
ipalité d'une ville la modi�
ation d'un 
arrefour en a�rmant que 40% des

automobilistes tournent en utilisant une mauvaise �le. Un o�
ier de poli
e 
onstate que sur 500 voitures prises au hasard,

190 prennent une mauvaise �le.

1. Déterminer, en utilisant la loi binomiale sous l'hypothèse p = 0, 4, l'intervalle de �u
tuation au seuil de 95%.

2. D'après l'é
hantillon, peut-on 
onsidérer, au seuil de 95%, 
omme exa
te l'a�rmation du groupe de 
itoyens ?

Exer
i
e 5:

Dans le monde, la proportion de gau
hers est 12%. Soit n le nombre d'élèves dans votre 
lasse.

1. Déterminer, à l'aide de la loi binomiale, l'intervalle de �u
tuation au seuil de 95% de la fréquen
e des gau
hers sur un

é
hantillon aléatoire de taille n.

2. Votre 
lasse est-elle � représentative �de la proportion de gau
hers dans le monde ?


