
Thème 1: Divisibilité et nombres premiers

1 Divisibilité dans Z

Dé�nition:

Soient a et b deux entiers. On dit que b divise a lorsqu'il existe k entier relatif, 
'est à dire k ∈ Z tel que :

a = kb

On dit aussi que b est un diviseur de a ou que a est un multiple de b.

Exemple:

18 = 2× 9 don
 9 divise 18, 
e qui s'é
rit 9 | 18.

Propriété:

Soient a et b deux entiers. On a les équivalen
es suivantes :

a | b ⇐⇒ a | (−b) ⇐⇒ (−a) | b ⇐⇒ (−a) | (−b)

Démonstration:

a divise b don
 il existe k ∈ Z tel que b = ka d'où b = (−k)(−a) ; (−b) = (−k)a et (−b) = k(−a).

Propriété:

Sont n un entier naturel non-nul, 
'est à dire n ∈ N
⋆
.

Tout diviseur positif d de n est 
ompris entre 1 et n et ainsi tout entier naturel non-nul a un nombre �ni de diviseurs.

Démonstration:

n ∈ N
⋆
et soit d ∈ N un diviseur de n alors il existe k ∈ N tel que n = kd. Comme n > 0 et d > 0 on a k > 0 soit k ≥ 1 d'où

kd ≥ d 
'est à dire n ≥ d.

Remarque:

Un entier naturel non-nul n a au plus n diviseurs dans N et au plus 2n diviseurs dans Z.

De plus 1 et n divise n don
 tout entier n distin
t de 1 admet au moins deux diviseurs distin
ts.

Exemple:

L'ensemble des diviseurs de 18 dans N est D(18) = {1; 2; 3; 6; 9; 18}.

Propriété:

Pour tous entiers a, b et c :

• si a divise b et b divise c alors a divise c.

• si a divise b et a divise c alors a divise les entiers de la forme mb+ nc ave
 m et n entiers.

Démonstration:

En exer
i
e.

Exemple:

Si a divise 3 et 11 alors a divise 7× 3− 2× 11 = 1 don
 a = 1 ou a = −1 !
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2 Division eu
lidienne

Théorème:

Soient a et b deux entiers naturels, b étant non-nul.

Il existe un unique 
ouple d'entiers (q; r) tel que :

a = bq + r et 0 ≤ r < b

L'entier q est égal à la partie entière de

a

b
, 
'est à dire à l'unique entier tel que q ≤ a

b
< q + 1.

Démonstration:

Soit (q; r) un 
ouple satisfaisant les deux 
onditions alors qb ≤ qb + r < qb + b soit qb ≤ a < (q + 1)b don
 q = E
(a

b

)

et

l'uni
ité du 
ouple est prouvée.

Inversement, soit q = E

(a

b

)

. On pose r = a − qb. On a qb ≤ a < (q + 1)b soit qb ≤ qb + r < qb + b don
 0 ≤ r < b et

l'existen
e du 
ouple véri�ant les deux 
onditions est prouvée.

Dé�nition:

L'entier q est appelé quotient de la division eu
lidienne de a par b et l'entier r est appelé reste de la division eu
lidienne de

a par b.

Propriété:

Soient a et b deux entiers naturels, b étant non-nul.

b divise a si et seulement si le reste de la division eu
lidienne de a par b est nul.

3 Nombres premiers

Dé�nition:

Un nombre est dit premier s'il admet exa
tement deux diviseurs.

Remarque:

• 1 n'admet qu'un diviseur don
 il n'est pas premier ;

• 2, 3, 5 et 7 sont les nombres premiers inférieurs à 10 ;

• tout nombre non-premier distin
t de 1 est dit 
omposé.

Propriété:

Soit n ≥ 2 un entier naturel. Le plus petit diviseur de n 
ompris entre 2 et n est premier.

Démonstration:

Soit n ≥ 2 un entier naturel. Supposons que p, le plus petit diviseur de n, n'est pas premier. Il existe alors d et q tel que

p = dq et 1 < d < p. De plus, d divise p don
 divise n 
e qui 
ontredit la dé�nition de p. On en déduit par l'absurde que p

est premier.

Propriété:

Tout entier naturel 
omposé n admet un diviseur premier au plus égal à

√
n.

Démonstration:

Soit n un entier naturel 
omposé. Le plus petit diviseur d de n 
ompris entre 2 et n est premier et n = dd′ ave
 2 ≤ d ≤ d′ ≤ n

don
 dd ≤ dd′ soit d ≤ √
n.

Propriété:

Il existe une in�nité de nombres premiers.

Démonstration:

Supposons qu'il existe un nombre �ni de nombres premiers et notons p le plus grand d'entre-eux. Alors le produit de tous 
es

nombres premiers auxquels ont ajoute 1, 
'est à dire 2 × 3 × 5× · · · × p+ 1, n'est divisible par au
un des nombres premiers

don
 il est lui aussi premier. Ce
i 
ontredit l'hypothèse de �nitude initiale.

Propriété:

Soit n ≥ 2 un entier naturel. Si au
un des entiers premiers 
ompris entre 2 et

√
n ne divise n alors n est premier.

Démonstration:

Ce
i est la 
ontraposé de � Si n est un entier naturel 
omposé alors n admet un diviseur premier au plus égal à

√
n �est � Si

au
un des entiers premiers 
ompris entre 2 et

√
n ne divise n alors n est un nombre premier �.

Exemple:

Soit n = 211. On a :

√
211 ≃ 14, 5.

211 est premier puisqu'il n'est pas divisible par 2, 3, 5, 7, 11 et 13
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4 Dé
omposition en produit de fa
teurs premiers

Théorème:

Soit n ≥ 2 un entier naturel. n est premier ou produit de nombres premiers.

Démonstration:

Supposons que 
ette propriété n'est pas vraie pour tous les entiers et notons n le premier entier qui n'est ni premier, ni produit

de nombres premiers. Comme n n'est pas premier, il admet un diviseur premier p et il existe d tel que n = pd où 1 < d < n.

d satisfait alors la propriété et n = pd la satisfait alors aussi. Ce
i 
ontredit l'hypothèse initiale.

Théorème:

La dé
omposition de n en produit de nombres premiers est unique.

Exemple:

La dé
omposition en produit de nombres premiers de 1092 est 1092 = 22 × 3× 7× 13.

Propriété:

Un entier naturel d divise un entier naturel n si et seulement si les exposants des fa
teurs premiers de la dé
omposition de

d sont au plus égaux à 
eux de la dé
omposition de n

Démonstration:

⇒ Si d divise n, soit p un fa
teur premier de d apparaissant à la puissan
e α. pα divise d don
 pα divise n

⇐ Si d = p
a1

1
× · · · × par

r
et n = p

b1
1

× · · · × pbr
r

ave
 0 ≤ ai ≤ bi pour 1 ≤ i ≤ r alors n = d × p
b1−a1

1
× · · · × pbr−ar

r
où

p
b1−a1

1
× · · · × pbr−ar

r est entier puisque 0 ≤ bi − ai pour 1 ≤ i ≤ r don
 d divise n.

Exemple:

Les diviseurs de 45 = 32 × 5 sont :

1 = 30 × 50 ; 3 = 31 × 50 ; 9 = 32 × 50 ; 5 = 30 × 51 ; 15 = 31 × 51 et 45 = 32 × 51

5 Congruen
e dans Z

Dé�nition:

Soit m un entier naturel. Deux entiers a et b sont dits 
ongrus modulo m lorsque a− b est multiple de m. On é
rit alors :

a ≡ b(m)

Exemple:

27 ≡ 2(5) puisque 27− 2 = 5× 5.

Théorème:

Soit m un entier naturel. Deux entiers a et b sont 
ongrus modulo m si et seulement si la division eu
lidienne de a par m a

le même reste que la division eu
lidienne de b par m.

Démonstration:

En exer
i
e.

Propriété:

Soit m ≥ 2 un entier naturel et a, b et c des entiers alors :

(1) a ≡ a(m) ;

(2) Si a ≡ b(m) et b ≡ c(m) alors a ≡ c(m).

Démonstration:

En exer
i
e.

Propriété:

Soit m ≥ 2 un entier naturel et a, b, a, b′ des entiers alors :

(1) Si a ≡ b(m) et a′ ≡ b′(m) alors a+ a′ ≡ b+ b′(m)

(2) Si a ≡ b(m) et a′ ≡ b′(m) alors aa′ ≡ bb′(m)

(3) Pour n ∈ N
⋆
, si a ≡ b(m) alors an ≡ bn(m)

Démonstration:

En exer
i
e.
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