Chapitre 11: Dérivation

Dans ce chapitre, f est une fonction définie sur un intervalle I et a est un nombre réel appartenant a I.

1 Dérivabilité
Définition:
| est dérivable en a de nombre dérivée f'(a) si
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= f'(a)

Ainsi, dire que f est dérivable en a de nombre dérivée f'(a) signifie que la courbe de la fonction f admet en A(a; f(a)) une
tangente non-verticale d’équation y = f'(a)(x — a) + f(a)

2 Lien entre dérivabilité et continuité
Théoréme:
Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Démonstration:

h) —
Soit T la fonction définie par T (h) = flath) - f(a)

f est dérivable en a donc T a pour limite f'(a) lorsque h tend vers 0. Ainsi,pour h #0 :

pour h # 0 avec a+ h € 1.

T(h) = w — hT(h) = f(a+h) — fla) <= f(a+h) = f(a) + hT(h)

Comme %iL%T(h) = f'(a) on a }11% fla+h) = f(a).

On pose © = a+ h soit h =x — a et on obtient : lim Of(x) = f(a) soit lim f(xz) = f(a) donc f est continue en a.
Tr—a—r T—a

Remarque:
La réciproque de ce théoréme est fausse : la fonction racine carrée est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

Théoréme:
Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

3 Conséquences

On a montré en premiére que les fonctions polynémes sont dérivables sur R, que les fonctions rationnelles sont dérivables
sur leur domaine de définition et que la fonction racine carrée est dérivable sur ]0; +oo[ donc ces fonctions sont continues sur
leur domaine de définition d’aprés le théoréme précédent.

Cependant pour la fonction racine carrée, on peut montrer qu’elle est aussi continue en 0 puisque ilLI%) V=0
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Chapitre 11: Dérivation

4 Dérivées de fonctions composées

4.1 Rappels

f £ dérivable sur f
F(z) = k sur R avec k réel R () =0
flz) = sur R R flla) =1
flz) = 22 swr R R F(z) = 22
flz) = «® sur R R F(z) = 322
f(z) = 2" sur R avec n € N* R £'(z) = na"!
fla) = - sur B R* Fw) =~
fz) = win sur R* avec n € N* R* F(z) = _ﬁ
J(@) = v sur [05 +o0] Wi+l | )= e
f(z) = cos(z) sur R R F(z) = —sin(z)
f(z) = sin(x) sur R R F(z) = cos(x)

4.2 Fonctions composées

Théoréme:
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et n un entier naturel :
e Pour n > 2, la fonction u™ est dérivable sur I et (u™)’ = nu/u""";

1 Yy '
e Pourn>1, la fonction — est dérivable pour tout réel x € I tel que u(z) #£0 et ( > — _p 2
u

un untl’
Cette égalité ce note aussi : (u=") = —nu/u=""1
Exemples:
e La fonction f : x> (4x —5)3 est dérivable sur R et f'(x) =3 x 4 x (4z — 5)371 soit f'(x) = 12(42 — 5)?
1 1 -8
e La fonction f: 2z +— RS est dérivable sur R et f'(x) = —4 X 2z x GRS soit f'(x) = ﬁ

Théoréme:
Soit w une fonction définie et dérivable sur un intervalle I tel que pour tout réel x € I tel que u(xz) > 0.

!/
La fonction \/u est dérivable sur I et (\/u) =

u

NG

Exemple:

2 7
La fonction f : x — \/7x — 2 est dérivable sur} = —l—oo[ et f'(x) =

2V/Tx — 2

4.3 Généralisation

Théoréme:
Soit f dérivable sur J et u dérivable sur I telles que u(x) € J pour tout x de I. La fonction g = f ou est alors dérivable sur

I et:
g'(z) = () x f'(u(z))



