
Chapitre 13: Intégration I

1 Primitive

1.1 Dé�nition

Dé�nition:

Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une fon
tion F dérivable sur I et telle que pour

tout x de I,

F ′(x) = f(x)

Si elle existe, on note usuellement F la primitive d'une fon
tion f .

Exemple:

(

2x2
)

′

= 4x don
 la fon
tion F : x 7→ 2x2
est une primitive sur R de la fon
tion f : x 7→ 4x

Théorème:

f est une fon
tion qui admet une primitive F sur un intervalle I.

• La fon
tion G dé�nie sur I par G(x) = F (x) + k, où k est un réel est aussi une primitive de f sur I.

• Toute primitive de f sur I est de la forme F + k.

• x0 ∈ I et y0 un nombre réel. Il existe une unique primitive F de f sur I tel que F (x0) = y0.

1.2 Primitives de fon
tions usuelles

Propriété:

Dans le tableau 
i-dessous �gure la primitive la plus usuelle 
'est à dire sans 
onstante.

Fon
tion dé�nie par f(x) = . . . Une primitive de f est dé�nie par F (x) = . . . sur I = . . .

xn
où n ∈ Z\ {−1} xn+1

n+ 1







R pour n ≥ 0

]−∞; 0[ ou ]0; +∞[ pour n ≤ −2
1√
x

2
√
x ]0; +∞[

cosx sinx R

sinx − cosx R

1.3 Primitives et opérations sur les fon
tions

Propriété:

• F et G sont des primitives respe
tives des fon
tions f et g sur I alors F +G est une primitive de f + g sur I.

• F est une primitive de la fon
tion f sur I et k est un nombre réel alors k · F est une primitive de k · f sur I.

Propriété:

Dans le tableau 
i-dessous u désigne une fon
tion dérivable sur I.

Fon
tion dé�nie par f(x) = . . . Une primitive de f est dé�nie par F (x) = . . . Conditions

u′

u2
− 1

u
u(x) 6= 0 pour tout x de I

u′ · un
où n ∈ Z\ {−1} un+1

n+ 1
pour n ≤ −2, u(x) 6= 0 pour tout x de I

u′

√
u

2
√
u u(x) > 0 pour tout x de I
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2 Notion d'intégrale

Dans un repère orthogonal (O;
−→
OI,

−→
OJ), l'unité d'aire (U.A) est l'aire du re
tangle OIKJ .

Dans la suite :

• toutes les 
ourbes sont représentées dans un repère orthogonal ;

• toutes les aires sont données dans l'unité d'aire asso
iée au repère.

1

1−1

×

O

×

I

×
J

×
K

Dé�nition:

Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] et C sa 
ourbe représentative.

L'intégrale de a à b de la fon
tion f , notée

∫

b

a

f(x)dx est l'aire (en unités d'aires) du domaine situé sous la 
ourbe C.

1

2

1−1−2−3
a

b

×

×

× ×

C

∫ b

a

f(x)dx se lit � intégrale de a à b de f(x)dx �.

Remarque:

La variable x n'a pas d'importan
e, on a

∫

b

a

f(x)dx =

∫

b

a

f(t)dt =

∫

b

a

f(q)dq.

Propriété:

Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors

∫ b

a

f(x)dx > 0.
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3 Intégrale d'une fon
tion 
ontinue et 
onséquen
es

Théorème:

Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fon
tion Φ : x 7−→
∫ x

a

f(t)dt est dérivable sur [a; b] et

Φ′ = f

Démonstration: (R.O.C.)

On se pla
e dans le 
as où f est 
roissante sur [a; b]. Soit x0 et h deux nombres tels que x0 ∈ [a, b], x0 + h ∈ [a; b] et h 6= 0.

1 u.a.

b

a

f(x0)

f(x0 + h)

x0 x0 + h

C
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

• Si h > 0, 
omme f est 
roissante, f(x0) ≤ f(x0 + h). De plus,

Φ(x0 + h) − Φ(x0) exprime l'aire sous C sur [x0;x0 + h] don

l'aire sous la 
ourbe est en
adrée par l'aire des re
tangles de

largeur h et de hauteur f(x0) et f(x0 + h) d'où :

h× f(x0) ≤ Φ(x0 + h)− Φ(x0) ≤ h× f(x0 + h)

et 
omme h est non-nul et positif, on obtient : f(x0) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0 + h)

• Si h < 0, on démontre de la même manière que : f(x0 + h) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0)

Par 
ontinuité de f en x0, on a lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0) don
 d'après le théorème des gendarmes :

lim
h→0

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
= f(x0)

Ainsi Φ est dérivable en x0 et Φ′(x0) = f(x0) pour tout réel x0 de [a; b] don
 Φ est dérivable sur [a; b] et Φ′ = f

Corollaire:

Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fon
tion f admet une primitive Φ sur [a; b] dé�nie

par Φ : x 7−→
∫ x

a

f(t)dt.

Théorème: (fondamental)

Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors

∫

b

a

f(t)dt = F (b)− F (a)

où F est une primitive quel
onque de f .

Démonstration:

f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] don
 x 7−→
∫ x

a

f(t)dt est aussi une primitive de f sur [a; b]

don
 il existe k ∈ R tel que F (x) =

∫

x

a

f(t)dt + k sur [a; b]. De plus F (a) =

∫

a

a

f(t)dt + k = k don
 k = F (a) don


F (b) =

∫

b

a

f(t)dt+ F (a) soit F (b)− F (a) =

∫

b

a

f(t)dt
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