
Chapitre 16: Intégration II

1 Continuité et primitives

Théorème:

Toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b] admet des primitives sur [a; b].

Démonstration: (R.O.C.)

On admet que toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b] admet un minimum m et un maximum M .

Soit don
 f une fon
tion 
ontinue sur [a; b]. Il existe m ∈ R tel que f(x) ≥ m sur [a; b] don
 la fon
tion h(x) = f(x)−m est

une fon
tion 
ontinue et positive sur [a; b].
D'après le théorème pré
édent, h admet une primitive Φ sur [a; b], ave
 Φ′(x) = h(x).
Posons don
 F (x) = Φ(x) +mx.

F est dérivable sur [a; b] et F ′(x) = Φ′(x) +m = f(x)−m+m = f(x) don
 F est une primitive de f sur [a; b]

Remarque:

On admettra que 
e résultat peut s'étend pour un intervalle quel
onque I.

2 Extension de la notion d'intégrale

On a dé�ni l'intégrale d'une fon
tion f 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] et on démontré que si F est une primitive

de f sur [a; b] alors

∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a). On admet dans la suite du 
hapitre que 
ette formule s'étend au 
as d'une

fon
tion 
ontinue de signe quel
onque sur [a; b] et on pose la dé�nition suivante :

Dé�nition:

f est une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, F est une primitive de f sur I, a et b sont deux nombres quel
onques de I.

L'intégrale de la fon
tion f entre a et b est le nombre

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Remarque:

On note ∫ b

a

f(x)dx = [F (x)]ba

Exemple:

x 7−→ 6x2
est une fon
tion 
ontinue sur [−3; 4] don


∫ 4

−3

6x2
dx = [2x3]4

−3 = 128− (−54) = 182

Propriété:

Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a; b] alors

∫ a

a

f(x)dx = F (a)− F (a) = 0 et

∫ a

b

f(x)dx = F (a)− F (b) = −

∫ b

a

f(x)dx.

3 Linéarité de l'intégration

Théorème:

Soit f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a; b] et λ un nombre réel :

•

∫ b

a

[f(x) + g(x)] dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

•

∫ b

a

λf(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dx

Démonstration:

En exer
i
e...
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Corollaire:

Pour a < b, si f ≤ g sur [a; b] alors

∫ b

a

f(x)dx ≤

∫ b

a

g(x)dx

Démonstration:

Considérons f − g ≥ 0 par hypothèse don


∫ b

a

(f(x)− g(x))dx ≥ 0 ⇔

∫ b

a

f(x)dx−

∫ b

a

g(x)dx ≥ 0 ⇔

∫ b

a

f(x)dx ≥

∫ b

a

g(x)dx

Remarque:

Attention, la ré
iproque est fausse.

Propriété:

Soit f une fon
tion 
ontinue et négative sur [a; b] alors

∫ b

a

f(x)dx est l'opposé de l'aire (en unités d'aires) du domaine situé

sous la 
ourbe C.

1

2

−1

−2

1−1−2−3

a

b

Cf
Af

C−f

A−f

×

×

× ×

En e�et, −f est positive don


∫ b

a

−f(x)dx = A−f = Af et

∫ b

a

−f(x)dx = −

∫ b

a

f(x)dx don


∫ b

a

f(x)dx = −Af

Propriété:

Soit f une fon
tion dé�nie et 
ontinue sur un intervalle [a; b] (de signe quel
onque) et C sa 
ourbe représentative.∫ b

a

f(x)dx est la somme des aires � algébriques �des domaines entre C et l'axe des abs
isses.

1

2

3

−1

1−1−2−3
a

b

D1

D2

D3

Par exemple, sur la �gure 
i-dessus : ∫ b

a

f(x)dx = AD1
−AD2

+AD3

Propriété:

Soit f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a; b] tel que g(x) ≤ f(x) sur [a; b] alors l'aire du domaine D délimité par Cf et Cg

sur [a; b] est dé�nie par

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx.

4 Relation de Chasles

Propriété: (Relation de Chasles)

Soit f une fon
tion 
ontinue sur I et a, b, c trois réels de I alors

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx
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Remarque:

Dans le 
as où f est positive sur I et a ≤ b ≤ c, 
ette propriété est illustrée par le graphique 
i-dessous :

1

2

a

b




×

×

×

×

×

Cependant la relation de Chasles est vraie quels que soient l'ordre des réels a, b, c et le signe de f .

5 Valeur moyenne et inégalité de la moyenne

Dé�nition: (Valeur moyenne)

Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a; b]. La valeur moyenne de la fon
tion f sur [a; b] est le nombre µ dé�ni par :

µ =
1

b − a

∫ b

a

f(x)dx

Théorème: (Inégalité de la moyenne)

Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a; b] et soit m et M deux réels tels que m ≤ f(x) ≤ M pour x ∈ [a; b]. On a alors

m(b− a) ≤

∫ b

a

f(x)dx ≤ M(b− a)
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