
Chapitre 5: Étude de limites

1 Opérations sur les limites

1.1 Limite d'une somme

Théorème:

Dans le tableau suivant, l et l′ sont deux réels. a est soit un réel soit −∞ ou soit +∞.

Si la limite de f en a est l l l +∞ −∞ +∞
et la limite de g en a est l′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

alors la limite de (f + g) en a est l + l′ +∞ −∞ +∞ −∞ FI

FI signi�e forme indéterminée, 'est à dire qu'on doit e�etuer une étude partiulière pour déterminer la limite de (f+g).

Exemple:

lim
x→−∞

x2 = +∞ et lim
x→−∞

1

x
= 0 donc lim

x→−∞

x2 +
1

x
= +∞

lim
x→+∞

−3x+ 2 = −∞ et lim
x→+∞

−
√
x = −∞ donc lim

x→+∞

−3x+ 2−
√
x = −∞

lim
x→0+

√
x = 0 et lim

x→0+

1

x
= +∞ donc lim

x→0+

√
x+

1

x
= +∞

1.2 Limite d'un produit

Théorème:

Dans le tableau suivant, l et l′ sont deux réels. a est soit un réel soit −∞ ou soit +∞.

Si la limite de f en a est l l > 0 l > 0 l < 0 l < 0 +∞ +∞ −∞ 0

et la limite de g en a est l′ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +
−
∞

alors la limite de (f × g) en a est ll′ +∞ −∞ −∞ +∞ +∞ −∞ +∞ FI

Exemple:

lim
x→+∞

√
x = +∞ et lim

x→+∞

−x2 = −∞ donc lim
x→+∞

−x2
√
x = −∞

lim
x→−∞

2 +
1

x
= 2 et lim

x→−∞

3 +
1

x
= 3 donc lim

x→−∞

(

2 +
1

x

)(

3 +
1

x

)

= 6

1.3 Limite d'un quotient

On distingue ii deux as :

le dénominateur a une limite non-nul :

Théorème:

Dans le tableau suivant, l et l′ sont deux réels. a est soit un réel soit −∞ ou soit +∞.

Si la limite de f en a est l l +∞ +∞ −∞ −∞ +
−
∞

et la limite de g en a est l′ 6= 0 +
−
∞ l′ > 0 l′ < 0 l′ > 0 l′ < 0 +

−
∞

alors la limite de

f

g
en a est

l

l′
0 +∞ −∞ −∞ +∞ FI

Exemple:

lim
x→+∞

√
x = +∞ et lim

x→+∞

−2 +
1

x
= −2 donc lim

x→+∞

√
x

−2 +
1

x

= −∞

1



1.4 Formes indéterminées 3 LIMITE D'UNE FONCTION COMPOSÉE

le dénominateur a une limite nul :

Théorème:

Dans le tableau suivant, l est un réel non-nul. a est soit un réel soit −∞ ou soit +∞.

Si la limite de f en a est l > 0 l > 0 l < 0 l < 0 0
et la limite de g en a est 0+ 0− 0+ 0− 0

alors la limite de

f

g
en a est +∞ −∞ −∞ +∞ FI

Exemple:

lim
x→0+

√
x = 0+ et lim

x→0+
2x+ 7 = 7 donc lim

x→0+

2x+ 7√
x

= +∞

1.4 Formes indéterminées

D'après e qui a été vu préédemment, on ompte quatre formes indéterminées :

”∞−∞” ”0×∞” ”
∞
∞” ”

0

0
”

Dans e as, il faut faire une étude partiulière pour "lever l'indétermination".

2 Théorèmes de omparaison

Théorème: (Théorème des gendarmes)

Soit f , u et v trois fontions dé�nies sur ]A ; +∞[.

Si u(x) 6 f(x) 6 v(x) et lim
x→+∞

u(x) = lim
x→+∞

v(x) = l alors lim
x→+∞

f(x) = l

Démonstration:

Soit I un intervalle ouvert ontenant l.

lim
x→+∞

u(x) = l don il existe un réel M tel que pour tout x > M ; u(x) ∈ I.

lim
x→+∞

v(x) = l don il existe un réel M ′
tel que pour tout x > M ′

; v(x) ∈ I.

Si on note M ′′
le plus grand de A, M et M ′

alors pour tout x > M ′′
; f(x) ∈ I. On en déduit don que f tend vers l en +∞.

Théorème: (Théorème de omparaison)

Soit f et g deux fontions dé�nies sur I =]A ; +∞[.

• Si pour tout x ∈ I, f(x) 6 g(x) et lim
x→+∞

f(x) = +∞ alors lim
x→+∞

g(x) = +∞ ;

• Si pour tout x ∈ I, f(x) 6 g(x) et lim
x→+∞

g(x) = −∞ alors lim
x→+∞

f(x) = −∞ ;

Remarque:

On a des propriétés similaires dans le as de limite en −∞ et en un réel a.

3 Limite d'une fontion omposée

Dé�nition:

La fontion f est appelée la omposée de la fontion u suivie de la fontion v, si on a :

x ✲u u(x) ✲v f(x) = v[u(x)]
✻f

On note f = v ◦ u

Théorème:

a, b et c désignent soit un réel, soit +∞, soit −∞. u, v et f désignent des fontions telles que f = v ◦ u.
Si lim

x→a
u(x) = b et lim

X→b

v (X) = c alors lim
x→a

f(x) = c

Exemple:

Soit f la fontion dé�nie sur ]0; +∞[ par f(x) =

√

2 +
1

x
.

Posons X = 2 + 1

x
.

lim
x→+∞

2 + 1

x
= 2 et lim

X→2

√
X =

√
2, alors lim

x→+∞

f(x) =
√
2

2


