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Méthode d'Euler

Introdu
tion à la méthode d'Euler

La méthode d'Euler permet de 
onstruire la 
ourbe d'une solution appro
hée à l'équation :

f ′(x) = g(x)

Autrement dit, lorsqu'on 
onnait la dérivée d'une fon
tion f , on peut grâ
e à la méthode d'Euler

1

tra
er une 
ourbe appro-


hée de 
elle de f .

Prin
ipe de la méthode

f est une fon
tion dérivable sur un intervalle [a; b] dont on 
onnait uniquement la fon
tion dérivée f ′
et la valeur y0 en un

point x0 de [a; b]. On dit que f(x0) = y0 est la 
ondition initiale. Le point A0(x0; y0) est sur la 
ourbe.

Pour obtenir un nouveau point, on utilise la propriété 
i-dessous :

Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I et a un réel de I. Si f est dérivable en a. Pour tout réel h tel que a+ h ∈ I

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= . . . · · · ⇒ lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a) = . . . . . .

don
 on peut dé�nir une fon
tion ε : h 7−→ ε(h) tel que :

ε(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a) avec lim

h→0
ε(h) = . . . . . .

Ainsi,

f(a+ h)− f(a) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . soit f(a+ h) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . avec lim
h→0

ε(h) = 0

L'idée de la méthode d'Euler est de 
hoisir un réel h stri
tement positif puis de rempla
er f(x0 +h) par f(x0)+ f ′(x0)h. On


ommet alors une erreur de hε(h) qu'on peut rendre aussi petite que l'on veut en 
hoisissant une valeur de h assez petite.

On obtient alors un nouveau point A1(x1; y1) où x1 = x0 + h et y1 = f(x0) + f ′(x0)h = y0 + f ′(x0)h.

x0 x1 = x0 + h x2 = x1 + h

y0

y1 = y0 + f ′(x0)h

y2 = y1 + f ′(x1)h

f ′(x0)h

f ′(x1)h

×

A0

×

A1

×

A2

On réitère le pro
essus pour obtenir le point A2(x2; y2) où x2 = x1+h et y2 = y1+f ′(x1)h et don
 tous les points An(xn; yn)
où xn+1 = xn + h et yn+1 = yn + f ′(xn)h pour tout n ∈ N.

On remarque que les erreurs se 
umulent. En e�et, à 
haque étape on approxime f(xn+1) par yn + f ′(xn)h et pas par

f(xn) + f ′(xn)h

1. Leonhard Euler (1707-1783) était un mathémati
ien suisse. Il dé
rivit sa méthode dans � Institutionum Cal
uli Intergalis �en 1768
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Appli
ation 1

On a montré pré
édemment que la fon
tion exponentielle est l'unique fon
tion telle que :

{

f ′ = f

f(0) = 1

On va tra
er des 
ourbes appro
hées de la 
ourbe de la fon
tion exponentielle à l'aide de la méthode d'Euler.

1. Montrer que la méthode d'Euler 
onduit à 
hoisir yn+1 = (1 + h)yn.

2. On va tra
er une approximation la 
ourbe de la fon
tion exponentielle sur [0; 2]. Pour 
ela, 
ompléter le tableau 
i-dessous

ave
 h = 0, 2 :

xn 0 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1 1, 2 1, 4 1, 6 1, 8 2
yn

3. Tra
er dans le repère 
i-dessous la 
ourbe de la fon
tion exponentielle et son approximation obtenue par la méthode

d'Euler ave
 h = 0, 2.
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4. Dans un même repère, tra
er à l'aide d'un tableur les 
ourbes qui 
orrespondent pour la méthode d'Euler à des pas de

0, 1 ; 0, 05 et 0, 01 pour x ∈ [0; 3].

5. Dans 
haque 
as, donner une valeur appro
hée de exp(1). Comparer ave
 la valeur de exp(1) donnée par votre 
al
ulatri
e.

6. Tra
er à l'aide d'un tableur la 
ourbe qui 
orrespond pour la méthode d'Euler à un pas de 0, 1 pour x ∈ [−3; 3].

Appli
ation 2

f une fon
tion dérivable sur R telle que f ′(x) =
1

1 + x2
et f(0) = 0.

1. Montrer que la méthode d'Euler 
onduit à 
hoisir yn+1 = yn +
h

1 + x2
n

.

2. Dans un même repère, tra
er à l'aide d'un tableur les 
ourbes qui 
orrespondent pour la méthode d'Euler à des pas de

0, 1 ; 0, 05 et 0, 01 pour x ∈ [0; 10].

Appli
ation 3

f une fon
tion dérivable sur R telle que f ′(x) = 2x+ 3 et f(0) = 1.

1. Montrer que la méthode d'Euler 
onduit à 
hoisir yn+1 = yn + (2xn + 3)h.

2. Dans un même repère, tra
er à l'aide d'un tableur les 
ourbes qui 
orrespondent pour la méthode d'Euler à des pas de

0, 1 ; 0, 05 et 0, 01 pour x ∈ [0; 10].

3. Déterminer la fon
tion f .

4. En déduire l'erreur 
ommise à 
haque étape en fon
tion de h.


