
Chapitre 1: Divisibilité et nombres premiers

1 Divisibilité dans Z

Dé�nition:

Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que b divise a lorsqu'il existe k entier relatif, 'est à dire k ∈ Z tel que :

a = kb

On dit aussi que b est un diviseur de a ou que a est un multiple de b.

Exemple:

18 = 2× 9 don 9 divise 18, e qui s'érit 9 | 18.

Propriété:

Soient a et b deux entiers. On a les équivalenes suivantes :

a | b ⇐⇒ a | (−b) ⇐⇒ (−a) | b ⇐⇒ (−a) | (−b)

Démonstration:

a divise b don il existe k ∈ Z tel que b = ka d'où b = (−k)(−a) ; (−b) = (−k)a et (−b) = k(−a).

Exemple:

9 divise 18, −9 divise 18, 9 divise −18 et −9 divise −18.

Remarque:

Un entier naturel non-nul n a au plus n diviseurs dans N et au plus 2n diviseurs dans Z.

De plus 1 et n divise n don tout entier n distint de 1 admet au moins deux diviseurs distints.

Exemple:

L'ensemble des diviseurs de 18 dans Z est D(18) = {−18;−9;−6;−3;−2;−1; 1; 2; 3; 6; 9; 18}.

Propriété:

Pour tous entiers relatifs a, b et c :

• si a divise b et b divise c alors a divise c.

• si a divise b et a divise c alors a divise les entiers de la forme mb+ nc ave m et n entiers.

2 Division eulidienne dans N

Théorème:

Soient a et b deux entiers naturels, b étant non-nul.

Il existe un unique ouple d'entiers (q; r) tel que :

a = bq + r et 0 ≤ r < b

L'entier q est égal à la partie entière de

a

b
, 'est à dire à l'unique entier tel que q ≤ a

b
< q + 1.

Dé�nition:

L'entier q est appelé quotient de la division eulidienne de a par b et l'entier r est appelé reste de la division eulidienne de

a par b.

Propriété:

Soient a et b deux entiers naturels, b étant non-nul.

b divise a si et seulement si le reste de la division eulidienne de a par b est nul.
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3 Nombres premiers

Dé�nition:

Un nombre est dit premier s'il admet exatement deux diviseurs.

Remarque:

• 1 n'admet qu'un diviseur don il n'est pas premier ;

• 2, 3, 5 et 7 sont les nombres premiers inférieurs à 10 ;

• tout nombre non-premier distint de 1 est dit omposé.

Propriété:

Il existe une in�nité de nombres premiers.

Propriété:

Soit n ≥ 2 un entier naturel. Si auun des entiers premiers ompris entre 2 et

√
n ne divise n alors n est premier.

Exemple:

Soit n = 211. On a :

√
211 ≃ 14, 5.

211 est premier puisqu'il n'est pas divisible par 2, 3, 5, 7, 11 et 13

4 Déomposition en produit de fateurs premiers

Théorème:

Soit n ≥ 2 un entier naturel. n est premier ou produit de nombres premiers.

Démonstration:

Supposons que ette propriété n'est pas vraie pour tous les entiers et notons n le premier entier qui n'est ni premier, ni produit

de nombres premiers. Comme n n'est pas premier, il admet un diviseur premier p et il existe d tel que n = pd où 1 < d < n.

d satisfait alors la propriété et n = pd la satisfait alors aussi. Cei ontredit l'hypothèse initiale.

Théorème:

La déomposition de n en produit de nombres premiers est unique.

Exemple:

La déomposition en produit de nombres premiers de 1092 est 1092 = 22 × 3× 7× 13.

Propriété:

Un entier naturel d divise un entier naturel n si et seulement si les exposants des fateurs premiers de la déomposition de

d sont au plus égaux à eux de la déomposition de n

Exemple:

Les six diviseurs de 45 = 32 × 5 sont :

1 = 30 × 50 ; 3 = 31 × 50 ; 9 = 32 × 50 ; 5 = 30 × 51 ; 15 = 31 × 51 et 45 = 32 × 51
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