Chapitre 6: Suites de matrices

L’urne d’Ehrenfest

En 1907, les époux Ehrenfest introduisent un modéle probabiliste qui permet de décrire ’évolution de la pression d’un gaz (
une évolution macroscopiquelﬂ irréversible dans le temps) par I’évolution microscopiqueﬂ réversible des molécules composant
ce gaz.

Tout commence par 1’observation suivante : on prend une enceinte hermétique séparée en deux compartiments de taille égale
reliés entre eux par un fin tuyau. Laissant vide le compartiment B, on remplit le compartiment A d’un gaz quelconque et on
observe la suite des événements.

Assez rapidement, les molécules de gaz vont migrer du compartiment A vers le compartiment B, jusqu’a I’établissement d’une
situation d’équilibre.

En moyenne, le nombre de molécules dans chaque compartiment sera identique, méme si rien n’empéche les molécules de
circuler d’un coté a l'autre. Alors méme qu’aucun phénomeéne physique au niveau moléculaire n’empécherait toutes les par-
ticules de revenir dans leur compartiment d’origine, force est de constater que cela ne se produit pas au niveau macroscopique.

C’est sur ce paradoxe que les époux Ehrenfest se sont penchés au début du XXéme siécle, en imaginant un modéle qui
simplifie & I’extréme celui de la diffusion des gaz. Les deux compartiments sont remplacés par deux urnes, dont on remplit la
premiére de N boules numérotées en laissant la deuxiéme vide.

On tire ensuite de fagon totalement aléatoire un numéro entre 1 et N et la boule désignée change d’urne. L’opération se
répéte un grand nombre de fois et on consigne les résultats.

Simulations

1. Etudier a I'aide d’un tableur le modéle d’Ehrenfest pour N =2, N =4, N = 8 et N = 100 en réalisant & chaque fois 500
tirages. On pourra représenter le nombre de boules dans chaque urne en fonction du temps.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de N le phénomeéne est-il réversible ?

Etude théorique

1. On considére le cas N = 2. Soit X, la variable aléatoire donnant le nombre de boules dans I'urne A 4 l'issue de n tirages
et E, la matrice ligne :

a. Déterminer EQ, E]_, EQ, E3 et E4.

b. En déduire E,, selon la parité de n. Est-ce que le nombre de molécules se stabilise dans les urnes ?

1. Une propriété macroscopique est une caractéristique d’un corps qui peut étre observée en I’observant globalement.
2. Une propriété microscopique est une caractéristique d’un corps qui peut étre observée en regardant les plus petits constituants de ce corps.
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2. On consideére le cas N = 4. Soit X, la variable aléatoire donnant le nombre de boules dans ['urne A & lissue de n tirages

et F, la matrice ligne :

(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4))
a. Déterminer Eo, El, Eg, E3 et E4.
b. Pour j € {0;1;2;3;4}, exprimer P(X,,+1 = j) en fonction de P(X,, =0), P(X, =1), P(X,, =2), P(X, = 3) et

P(X, =4).
c. Déterminer la matrice carrée A telle que E,+1 = E, X A.
En déduire E,, en fonction de A et Ej.

e. A l'aide de votre calculatrice, déterminer E4, Es, F19, Esq et E51. Est-ce que le nombre de molécules se stabilise dans

les urnes ?

f. Pour tout entier n, démontrer par récurrence que pour n pair et non-nul :

1 1 3
et pour n impair :
1 1 1 1
E, = I 24
(O 2 27 0 2 + 2n

g. A laide du résultat précédent :
i. Déterminer lim FEs, et lim Fopqq.
n—-+o0o n—-+00

ii. Déterminer E (X,,) pour tout entier n non-nul.

3. Reéaliser la méme étude pour N = 3.




