APS: Fonction continue - Théoréme des valeurs intermédiaires

Corrigé

Exercice 1:

2 _ < -
1. Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = { r7 = 2r+ lpowrw < —1

3—xpourz>—1

Les fonctions polynéme z? — 2z + 1 et 3 — 2 sont toutes les deux continues sur R.

f est donc continue sur | —oco; —1[ et sur | — 1; +o0|.

Continuité de f en —17 Iilmk flx)=f(-1)=(-1)2=2x(-1)+1=4et lim+ flz)=3—-(-1)=4

z——1
La fonction f est donc aussi continue en —1.
f est donc continue sur R.

2z — 5 pour z < 1

. sl
2% — kpour > 1 ol k est un rée

2. On consideére la fonction g définie sur R par : g(x) = {

Quelque soit la valeur de k, g est continue sur] — co; 1] et sur ]1; 00|
Pour que g soit continue sur R il suffit de déterminer la valeur de k pour laquelle g est continue en 1.
lim g(z) =—-3et lim g(x)=g(1)=1-k.
1 rz——11

r—1-
Donc g est continue en 1 si —3 =1 — k c’est a dire si k = 4.

Pour £ =4 g est donc continue sur R.

Exercice 2:
Soit f la fonction définie sur [0;2] par f(x) = 22° + 2 — 10

1. Pour tout z € [0; 2], f/'(z) = 622 +1 > 0.
Onadonc: | , 0 9

f(x) /

—10

2. f est continue strictement croissante sur [0; 2] et 0 compris entre f(0) et f(2) donc d’aprés le corollaire du théoréme
des valeurs intermeédiaires I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur [0; 2].

3. 1,6l < a< 1,62

Exercice 3:

24z -2
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ro-s

2 +1
(2r —4) (2% +1) — (22 — 42 — 2)(x22
1' f/(:r) = 2 2
(x2 +1)
223+ 2z — 4x® — 4 — (227 — 8a? — 4a)
- (22 + 1)2
4z + 6z —4

@ 1P
Etudions le signe du trinéme 422 + 6z — 4
A=6%—4x4x(—4)=100

—6—10 —6+10
A > 0 donc 422 + 62 — 4 a deux racines qui sont ; = ——— et 9 = +
2x4 2x4
=_92 1
2
De pl li = 1l z—2*1' 2) =2; 1 =-3et 1 = 1l $—2*1
eplus lim f()= lim T =1;f(-2)=2; [ (5 ) =-3et lm f@)= lm & =
On a donc :
T | —o0 -2 1 +00
2
T T
f'(z) + 0 - 0 +
—-10 \ \
2 1
f(z) / \ /
1 —3
2. e Pour tout = de l'intervalle | — oo; —2] f(x) > 1 donc 'équation f(x) = —1 n’a pas de solution sur | — oo ; —2].

1



APS: Fonction continue - Théoréme des valeurs intermédiaires

1 1
e f est continue, strictement décroissante sur [—2; 5} et —1 est compris entre f(—2) et f (5) donc d’aprés le corollaire

1
du théoréme des valeurs intermédiaires I’équation f(x) = —1 admet une unique solution sur [—2; 5} .

1 1
e f est continue, strictement décroissante sur [5, —l—oo[ et —1 est compris entre f (5) et hrf f(z) donc d’apres le
Tr—r+00

1
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires 1’équation f(z) = —1 admet une unique solution sur {5 ; +oo {

1
e Conclusion : comme f <§) # —1, d’aprés ce qui précéde ’équation f(x) = —1 admet exactement deux solutions x; et

To sur R.

3.onax; ~—0,3et xo~22

Exercice 4:
1. Considérons la fonction f définie sur [0; +oo| par f(z) = z/x — 2 + 2z.
rr=2-2z < f(x)=0
Etudions les variations de f.

1
. C () =
Pour tout x de [0;4+00[; f/(2) = 2 + 2 % m—i—Q > 0.
De plus f(0) = -2 et lim f(x)=+o0.
r— 400
f est continue, strictement croissante sur [0; +o00[ et 0 est compris entre f(0) et zEToo f(z) donc d’apres le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires 1’équation f(z) = 0 admet une unique solution sur [0; +ool.
En conclusion 'équation zy/x = 2 — 2z admet une unique solution. « sur [0; +ool.

2. 0,704 < o < 0,705.

Exercice 5:
Soit ¢ la fonction définie sur [0;2] par : g(z) = {
4 T

—2r+3si0<xr<1
20 —3sil<ax <2

1.
3]

1 4
: ! / |
-1 O 1/ 9 3
—1 4

2. Les conditions du TV I ne sont pas remplies car g n’est ni continue ni strictement monotone sur [0; 2]
3. L’équation g(x) = 0 a une seule solution sur [0;2] qui est = 1,5.

4. Les conditions du T'V I sont suffisantes mais ne sont pas nécessaires d’aprés ce qui précede.



