
Chapitre 14: Exponentielle I

Introdution

1 Un problème de Leibniz
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Trouver une fontion f stritement positive et dérivable sur R dont la ourbe représentative C dans un repère orthonormal

donnée (O;
−→
i ,

−→
j ), à la propriété suivante :

Quel que soit le point M de C, la tangente en M à C oupe l'axe des absisses un point T tel que

−−→
TH =

−→
i

−→
i

−→
j

C

×
M

×
H

×
O

×

T

Le problème i-dessus fut énoné par Leibniz pour montrer l'insu�sane du alul algébrique. Pour résoudre e problème,

il faut utiliser le alul di�érentiel
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.

Dans ette ativité, nous allons aratériser les fontions f satisfaisant à la ondition énonée par Leibniz.

Supposons qu'une telle fontion f existe et notons a l'absisse du point quelonque M de C.

1. Démontrer que f ′(a) est non-nul pour tout réel a.

2. Déterminer l'absisse du point T en fontion de a.

3. Démontrer l'équivalene suivante :

−−→
TH =

−→
i ⇐⇒ f ′(a) = f(a)

4. Démontrer que f onvient si et seulement si f ′ = f .

Conlusion :

Pour déterminer f , on est onduit à résoudre une équation
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dont l'inonnue est une fontion et dans laquelle �gure la dérivée

première de la fontion.

2 La fontion exponentielle

On admet à présent qu'il existe une fontion f dérivable sur R telle que pour tout réel x, f ′(x) = f(x) et f(0) = 1.

1. Dans un premier temps, on va herher à démontrer qu'une telle fontion ne s'annule pas sur R. Pour ela, on introduit

la fontion g dé�nie sur R par g(x) = f(x)f(−x).

a. Déterminer la fontion dérivée de g.

b. En déduire que g(x) = 1 pour tout réel x.

. Démontrer par l'absurde que f ne s'annule pas sur R.

2. A présent, on va herher à démontrer l'uniité d'une telle fontion. Supposons que f1 et f2 sont deux fontions véri�ant

les onditions initiales et on introduit la fontion h dé�nie sur R par h(x) =
f1(x)

f2(x)
.

a. Déterminer la fontion dérivée de h.

b. En déduire que h(x) = 1 pour tout réel x.

. Conlure.

Conlusion :

On appelle fontion exponentielle, noté exp(x), l'unique fontion dé�nie et dérivable sur R telle que :

{

f ′ = f

f(0) = 1

1. (1646-1716) Mathématiien allemand

2. Calul utilisant la notion de fontion dérivée

3. Une telle équation est dite équation di�érentielle
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