
Restitution Organisée de Connaissan
e (R.O.C.)

Version �nale!

Les démonstrations suivantes sont 
lassées dans l'ordre du programme o�
iel en deux 
atégories : les démonstrations exigibles

(qui peuvent être demandées au ba

alauréat) au nombre de dix et les démonstrations présentés dans les 
ommentaires du

programme (qui ne peuvent sans doute pas être demandées au ba

alauréat...) au nombre de sept.

1 Démonstrations exigibles

R.O.C. 1:

Si A et B sont deux événements indépendants alors A et B sont deux événements indépendants.

Démonstration:

D'après la formule des probabilités totales, P (B) = P (A ∩B) + P (A ∩B) don


P (A ∩B) = P (B)− P (A ∩B)

Or A et B sont indépendants d'où

P (A ∩B) = P (B)− P (A)P (B)

P (A ∩B) = (1− P (A)) × P (B)
P (A ∩B) = P (A)× P (B)

On en déduit que A et B sont deux événements indépendants.

R.O.C. 2:

Soit (un) et (vn) deux suites telles que :

• à partir d'un 
ertain rang, un ≤ vn ;

• lim
n→+∞

un = +∞ ;

alors lim
n→+∞

vn = +∞

Démonstration:

• Il existe un entier n0 tel que pour tout entier n, n ≥ n0, on a : un ≤ vn ;

• Soit A > 0 un réel �xé.

La suite (un) a pour limite +∞ don
 l'intervalle ]A; +∞[ 
ontient tous les termes de la suite (un) à partir d'un rang n1 ;

Si on 
onsidère n2 = max(n0, n1) alors pour tout entier n, n ≥ n2, l'intervalle ]A; +∞[ 
ontient tous les termes de la suite

(vn) don
 la suite (vn) a pour limite +∞.

R.O.C. 3:

Si q > 1 alors lim
n→+∞

qn = +∞

Démonstration:

Soit q > 1 alors q = 1 + a ave
 a > 0.

pour n entier naturel, soit P(n), la propriété

qn ≥ 1 + na

Initialisation : Pour n = 0, q0 = 1 et 1 + 0.a = 1 don
 P(0) est vraie.
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1 DÉMONSTRATIONS EXIGIBLES

Hérédité : Supposons que la propriété P(n) est vraie pour un entier naturel n donné. Par hypothèse de ré
urren
e :

qn ≥ 1 + na

don


qn+1 ≥ (1 + na)(1 + a)

puisque (1 + a) = q > 0
qn+1 ≥ 1 + na+ a+ na2

et na2 ≥ 0 don


qn+1 ≥ 1 + (n+ 1)a+ na2 ≥ 1 + (n+ 1)a

La propriété P(n+ 1) est alors vraie.

Con
lusion : D'après le prin
ipe de ré
urren
e, qn ≥ 1 + na pour tout entier n.

Or lim
n→+∞

1 + na = +∞ pour a > 0 don
 d'après le théorème de 
omparaison lim
n→+∞

qn = +∞.

R.O.C. 4:

Il existe une et une seule fon
tion f dérivable sur R et véri�ant :

(E) :

{

f ′ = f

f(0) = 1

Démonstration:

L'existen
e d'une telle fon
tion est admise, montrons que 
elle-
i est unique.

• Montrons d'abord que si f véri�e (E) alors f ne s'annule pas sur R.

Pour 
ela, on introduit la fon
tion g dé�nie sur R par g(x) = f(x)f(−x).

g est dérivable sur R et :

g′(x) = f ′(x)f(−x) + f(x)(−f ′(−x)) = f(x)f(−x)− f(x)f(−x) = 0 
ar f ′ = f.

La fon
tion g est don
 
onstante sur R et g(x) = g(0) = f(0)f(0) = 1 pour tout x ∈ R.

Par l'absurde, supposons qu'il existe un réel x0 véri�ant f(x0) = 0, on aurait alors g(x0) = 1 = f(x0)f(−x0) = 0 soit

1 = 0 
e qui est absurde don
 f ne s'annule pas sur R.

• Soit f1 et f2 deux fon
tions véri�ant (E), posons q =
f1

f2
.

Par 
e qui pré
ède f2 ne s'annule pas sur R don
 q est dérivable sur R, 
omme quotient de fon
tions dérivables.

De plus,

(

f1

f2

)′

=
f ′
1f2 − f1f

′
2

f2
2

=
f1f2 − f1f2

f2
2

= 0.

La fon
tion q est don
 
onstante sur R et q(x) = q(0) =
f1(0)

f2(0)
= 1 : on a don
 montré que f1(x) = f2(x) pour tout x ∈ R


'est à dire qu'il existe une unique fon
tion véri�ant (E).

R.O.C. 5:

lim
x→+∞

ex = +∞ et lim
x→−∞

ex = 0.

Démonstration:

Pour déterminer lim
x→+∞

ex, on étudie la fon
tion h(x) = ex − x.

h est dérivable sur [0; +∞[ et h′(x) = ex − 1.
x 7−→ ex est stri
tement 
roissante sur [0; +∞[et h′(0) = 0 don
 h′(x) ≥ 0 sur [0; +∞[ soit h est 
roissante sur [0; +∞[.
Or h(0) = 1 don
 h(x) ≥ 0 sur [0; +∞[ soit ex > x sur [0; +∞[ et lim

x→+∞
x = +∞ don
 d'après le théorème de 
omparaison

lim
x→+∞

ex = +∞

Pour déterminer lim
x→−∞

ex on e�e
tue un 
hangement de variable.

lim
x→−∞

−x = +∞. Posons X = −x, on a alors ex = e−X
et lim

X→+∞
e−X = lim

X→+∞

1

eX
= 0 don
 lim

x→−∞
ex = 0.

R.O.C. 6:

Si une droite ∆ est orthogonale à deux droites sé
antes du plan P alors elle est perpendi
ulaire au plan P .
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1 DÉMONSTRATIONS EXIGIBLES

Démonstration:

Soient d1 et d2 deux droites sé
antes en A du plan P de ve
teurs dire
teurs respe
tifs

−→u 1 et

−→u 2.

Ces ve
teurs sont non-nuls et non-
olinéaires don
 le plan P est dé�nie par A,

−→u 1 et

−→u 2. Ainsi pour toute droite d du plan

P de ve
teur dire
teur

−→v , il existe deux réels a et b tels que :

−→v = a−→u 1 + b−→u 2

∆ est orthogonale à d1 et d2 don
 son ve
teur dire
teur

−→n est orthogonale à

−→u 1 et

−→u 2 soit

−→u 1 · −→n = −→u 2 · −→n = 0 don


−→v · −→n = (a−→u 1 + b−→u 2) · −→n = a−→u 1 · −→n + b−→u 2 · −→n = 0

don
 ∆ est orthogonale à d. (CQFD)

R.O.C. 7:

Dans un repère orthonormé :

• Si

−→n (a; b; c) est un ve
teur normal au plan P alors P a une équation 
artésienne de la forme ax+ by + cz + d = 0 ;

• Si a, b et c sont trois nombres réels non tous nuls alors l'ensemble des points M(x; y; z) tel que ax + by + cz + d = 0 est

un plan de ve
teur normal

−→n (a; b; c).

Démonstration:

• Si

−→n (a; b; c) est un ve
teur normal au plan P alors

−→n est non-nul. Soit A(x0; y0; z0) un point du plan P alors P est

l'ensemble des points M(x; y; z) tel que
−−→
AM · −→n = 0 don
 :

−−→
AM · −→n = 0 ⇐⇒ a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0 ⇐⇒ ax+ by + cz + d = 0

ave
 d = −ax0 − by0 − cz0. Ainsi ax+ by + cz + d = 0 est une équation 
artésienne de P.

• Soit E l'ensemble des points M(x; y; z) tel que ax + by + cz + d = 0 ave
 a, b et c sont trois nombres réels non tous nuls.

Supposons a 6= 0 alors le point A

(−d

a
; 0; 0

)

∈ E et

−−→
AM · −→n = a

(

x+
d

a

)

+ by + cz = ax+ by + cz + d = 0

Ainsi M ∈ E ⇐⇒ −−→
AM · −→n = 0 don
 E est le plan P passant par A de ve
teur normal

−→n (a; b; c).

R.O.C. 8:

X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre λ. Son espéran
e mathématique est E(X) =
1

λ

Démonstration:

Soit I(t) la fon
tion dé�nie sur [0; +∞[ par I(t) =

∫ t

0

xλe−λx
dx.

Posons u′(x) = λe−λx
et v(x) = x. On a alors u(x) = −e−λx

et v′(x) = 1. De plus, u et v sont 
ontinues, dérivables et de

dérivées 
ontinues sur [0; +∞[ don
 on peut e�e
tuer une intégration par parties et :

I(t) =
[

−xe−λx
]t

0
−
∫

t

0

−e−λx
dx

= −te−λt −
[

e−λx

λ

]t

0

= −te−λt − e−λt

λ
+

1

λ

De plus, lim
t→+∞

−λte−λt = 0 pour λ > 0 et lim
t→+∞

e−λt = 0 don
 lim
t→+∞

I(t) =
1

λ
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R.O.C. 9:

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N (0; 1). Pour tout réel α ∈]0; 1[, il existe un unique nombre stri
tement positif

uα tel que :

P (−uα ≤ X ≤ uα) = 1− α

Démonstration:

Soit Φ la fon
tion dé�nie sur R par Φ(x) =

∫

x

−∞

1√
2π

e
−
t2

2 dt

Cette fon
tion fait 
orrespondre à un réel x l'aire sous la 
ourbe de la fon
tion f sur l'intervalle ]−∞;x]. De plus,

Φ(x) = P (X ≤ x)

Soit α ∈]0; 1[, on 
her
he un nombre x stri
tement positif tel que P (−x ≤ X ≤ x) = 1− α. On a :

P (−x ≤ X ≤ x) = 2P (X ≤ x)− 1 ⇐⇒ 1− α = 2Φ(x)− 1 ⇐⇒ Φ(x) = 1− α

2

Démontrer 
e théorème revient à montrer que l'équation Φ(x) = 1 − α

2
admet une unique solution pour α ∈]0; 1[. Or la

fon
tion Φ a les propriétés 
i-dessous :

• Φ est stri
tement 
roissante et 
ontinue sur R ;

• lim
x→0+

Φ(x) = Φ(0) =
1

2
et lim

x→+∞
Φ(x) = 1

On peut ainsi résumer 
es propriétés dans le tableau de variation 
i-dessous :

x 0 +∞

Φ(x)

1

2

�✒
�

�

1

Or pour α ∈]0; 1[, 1 − α

2
∈
]

1

2
; 1

[

don
 d'après le 
orollaire du théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique

uα ∈]0; +∞[ tel que Φ (uα) = 1− α

2
soit tel que P (−uα ≤ X ≤ uα) = 1− α

R.O.C. 10:

Soit Xn une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p) et Fn =
Xn

n
.

Soit α ∈]0; 1[ et uα le réel tel que P (−uα ≤ Z ≤ uα) = 1− α où Z suit la loi normale 
entrée réduite N (0, 1) alors :

lim
n→+∞

P (Fn ∈ In) = 1− α

où

In =

[

p− uα

√

p(1− p)√
n

; p+ uα

√

p(1− p)√
n

]

Démonstration:

Soit α ∈]0; 1[ et uα le réel tel que P (−uα ≤ Z ≤ uα) = 1 − α où Z suit la loi normale 
entrée réduite N (0, 1). D'après le

théorème de Moivre-Lapla
e, si Xn suit une loi binomiale B(n, p) alors :

lim
n→+∞

P

(

−uα ≤ Xn − np
√

np(1− p)
≤ uα

)

= P (−uα ≤ Z ≤ uα) = 1− α

or

−uα ≤ Xn − np
√

np(1− p)
≤ uα ⇐⇒ −uα

√

np(1− p) ≤ Xn−np ≤ uα

√

np(1− p) ⇐⇒ p−uα

√

p(1− p)√
n

≤ Xn

n
≤ p+uα

√

p(1− p)√
n

don


lim
n→+∞

P (Fn ∈ In) = lim
n→+∞

P

(

−uα ≤ Xn − np
√

np(1− p)
≤ uα

)

= 1− α
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2 Autres démonstrations

R.O.C. 11:

Si une suite (un) est 
roissante et non majorée alors lim
n→+∞

un = +∞.

Démonstration:

Soit (un) une suite 
roissante et non majorée.

• (un) est non-majorée don
 pour tout réel A > 0, il existe n0 tel que un0
> A ;

• (un) est 
roissante don
 pour tout entier n ≥ n0, un > A.

Ainsi, quelque soit A > 0, il existe n0 tel que pour tout entier n ≥ n0, un0
> A 
e qui revient à dire que

lim
n→+∞

un = +∞

R.O.C. 12:

Si une suite (un) est 
roissante et admet pour limite l alors pour tout entier naturel n, un ≤ l

Démonstration:

Supposons (par l'absurde) qu'il existe un terme de la suite noté un0
tel que un0

> l.

Posons d = |un0
− l|. Par 
onstru
tion, un0

> l +
d

2
et (un) est 
roissante don
 l'intervalle ouvert

]

l − d

2
; l +

d

2

[


ontient

uniquement les termes de la suite pour n < n0 soit un nombre �ni 
e qui 
ontredit la dé�nition de la limite l. Ainsi, tout

entier naturel n, un ≤ l.

R.O.C. 13:

Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b] alors la fon
tion Φ : x 7−→
∫

x

a

f(x)dx est dérivable sur [a; b]

et Φ′ = f

Démonstration:

On se pla
e dans le 
as où f est 
roissante sur [a; b]. Soit x0 et h deux nombres tels que x0 ∈ [a, b], x0 + h ∈ [a; b] et h 6= 0.

Si h > 0, 
omme f est 
roissante, f(x0) ≤ f(x0+h). De plus, Φ(x0 +h)−Φ(x0) exprime l'aire sous C sur [x0;x0+h] don

l'aire sous la 
ourbe est en
adrée par l'aire des re
tangles de largeur h et de hauteur f(x0) et f(x0 + h) d'où :

h× f(x0) ≤ Φ(x0 + h)− Φ(x0) ≤ h× f(x0 + h)

1 u.a.

b

a

f(x0)

f(x0 + h)

x0 x0 + h

C
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

et 
omme h est non-nul et positif, on obtient : f(x0) ≤
Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0 + h)

Si h < 0, 
omme f est 
roissante, f(x0 +h) ≤ f(x0). De plus, Φ(x0)−Φ(x0 +h) exprime l'aire sous C sur [x0 +h;x0] don

l'aire sous la 
ourbe est en
adrée par l'aire des re
tangles de largeur −h et de hauteur f(x0) et f(x0 + h) d'où :

−h× f(x0 + h) ≤ Φ(x0)− Φ(x0 + h) ≤ −h× f(x0)
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2 AUTRES DÉMONSTRATIONS

1 u.a.

b

a

f(x0 + h)

f(x0)

x0 + h x0

C
Φ(x0)− Φ(x0 + h)

et 
omme h est non-nul et négatif, on obtient en divisant par −h qui est positif : f(x0 + h) ≤ Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
≤ f(x0)

Par 
ontinuité de f en x0, on a lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0) don
 d'après le théorème des gendarmes :

lim
h→0

Φ(x0 + h)− Φ(x0)

h
= f(x0)

Ainsi Φ est dérivable en x0 et Φ′(x0) = f(x0) pour tout réel x0 de [a; b] don
 Φ est dérivable sur [a; b] et Φ′ = f

R.O.C. 14:

Toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b] admet des primitives sur [a; b].

Démonstration:

On admet que toute fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b] admet un minimum m et un maximum M .

Soit don
 f une fon
tion 
ontinue sur [a; b]. Il existe m ∈ R tel que f(x) ≥ m sur [a; b] don
 la fon
tion h(x) = f(x)−m est

une fon
tion 
ontinue et positive sur [a; b].
D'après le théorème pré
édent, h admet une primitive Φ sur [a; b], ave
 Φ′(x) = h(x).
Posons don
 F (x) = Φ(x) +mx.

F est dérivable sur [a; b] et F ′(x) = Φ′(x) +m = f(x)−m+m = f(x) don
 F est une primitive de f sur [a; b]

R.O.C. 15:

Soit d1 et d2 deux droites parallèles 
ontenues respe
tivement dans deux plans P1 et P2. Si P1 et P2 s'interse
tent en une

droite ∆ alors d1 et d2 sont parallèles à ∆.

P1
P2

d1
d2

∆

Démonstration:

Soit

−→u un ve
teur dire
teur de d1, 
omme d1 et d2 sont parallèles,

−→u est aussi un ve
teur dire
teur de d2.

Soit

−→w un ve
teur dire
teur de ∆, l'obje
tif de la démonstration est de montrer que

−→u et

−→w sont 
olinéaires.

On 
onsidère don
 (−→u ,−→v ) un 
ouple de ve
teurs dire
teurs de P1 et

(−→u ,
−→
t
)

un 
ouple de ve
teurs dire
teurs de P2. Comme

P1 et P2 s'interse
tent en ∆, le ve
teur

−→w peut se dé
omposer de deux manières di�érentes :

−→w = a−→u + b−→v = c−→u + d
−→
t

don


(a− c)−→u = d
−→
t − b−→v

Si a 6= c alors

−→u ,

−→v et

−→
t sont 
oplanaires 
e qui 
ontredit le fait que P1 et P2 soient sé
ants d'où a = c.
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On en déduit don
 que d
−→
t = b−→v soit que

−→v et

−→
t sont 
olinéaires 
e qui 
ontredit là en
ore fait que P1 et P2 soient sé
ants

d'où d = b = 0.
On obtient don
 que

−→w = a−→u don
 d1 et d2 sont parallèles à ∆.

R.O.C. 16:

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre λ alors :

PX≥t (X ≥ t+ h) = P (X ≥ h)

On dit que une loi exponentielle est sans vieillissement ou sans mémoire.

Démonstration:

Soit t > 0 �xé et h > 0, la probabilité que X ≥ t+ h sa
hant que X ≥ h est égale à :

PX≥t(X ≥ t+ h) =
P ((X ≥ h) ∩ (X ≥ t+ h))

P (X ≥ t)

=
P (X ≥ t+ h)

P (X ≥ t)

=
e−λ(t+h)

e−λt

= e−λh

= P (X ≥ h).

R.O.C. 17:

Soit Fn la variable aléatoire qui à 
haque é
hantillon de taille n asso
ie la fréquen
e du 
ara
tère dans 
et é
hantillon. La

proportion p in
onnue du 
ara
tère dans la population est telle que :

P

(

Fn − 1√
n
≤ p ≤ Fn +

1√
n

)

≃ 0, 95

Démonstration:

On sait que (vu en se
onde ) que P

(

p− 1√
n
≤ f ≤ pn +

1√
n

)

≃ 0, 95. Or :

p− 1√
n
≤ Fn ≤ p+

1√
n
⇐⇒ −Fn − 1√

n
≤ −p ≤ −Fn +

1√
n
⇐⇒ Fn +

1√
n
≥ p ≥ Fn − 1√

n

don


P

(

Fn − 1√
n
≤ p ≤ Fn +

1√
n

)

≃ 0, 95
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