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Exer
i
e 1: Nouvelle-Calédonie 19 novembre 2015

1. Dans 
ette question, il faut 
omprendre que a est un paramètre et qu'il est �xé. En dérivant par rapport à x, on obtient :

f ′

a(x) = e

x−a − 2

De plus,

f ′

a(x) = 0 ⇐⇒ e

x−a − 2 = 0 ⇐⇒ e

x−a = 2 ⇐⇒ x− a = ln 2 ⇐⇒ x = a+ ln 2

Comme la fon
tion e

x−a − 2 = e

−a
e

x − 2 est 
roissante sur R, on obtient :

x −∞ a+ ln 2 +∞

f ′

a(x) − 0 +

fa(x)

❅
❅
❅❘
2− 2a− 2 ln 2 + e

a

�✒
�

�

En e�et,

fa (a+ ln 2) = e

a+ln 2−a − 2(a+ ln 2) + e

a

= e

ln 2 − 2a− 2 ln 2 + e

a

= 2− 2a− 2 ln 2 + e

a

2. Dans 
ette question, on 
her
he la plus petite valeur possible prise par le minimum m(a) = 2− 2a− 2 ln 2+ e

a
en fon
tion

de a. C'est à dire que a devient la variable ! On a :

m′(a) = −2 + e

a

De plus,

m′(a) = 0 ⇐⇒ −2 + e

a = 0 ⇐⇒ e

a = 2 ⇐⇒ a = ln 2

Comme la fon
tion −2 + e

a
est 
roissante sur R, on obtient :

x −∞ ln 2 +∞

m′(a) − 0 +

m(a)

❅
❅
❅❘
4− 4 ln 2

�✒
�

�

En e�et,

m (ln 2) = 2− 2 ln 2− 2 ln 2 + e

ln 2

= 2− 4 ln 2 + 2
= 4− 4 ln 2

Ainsi 
e minimum est le plus petit possible pour a = ln 2.

Exer
i
e 2: Amérique du Sud 24 novembre 2015

Partie A

1. La 
ourbe Cu passe par les points A(1 ; 0) et B(4 ; 0) don
 u(1) = 0 et u(4) = 0.

2. La droite D d'équation y = 1 est une asymptote à la 
ourbe Cu don
 lim
x→+∞

u(x) = 1.

Or lim
x→+∞

b

x
= 0 et lim

x→+∞

c

x2
= 0 don
 lim

x→+∞

u(x) = a. On en déduit que a = 1.

3. Pour tout réel x stri
tement positif,

{

u(1) = 0
u(4) = 0

⇐⇒











1 +
b

1
+

c

1
= 0

1 +
b

4
+

c

16
= 0

⇐⇒

{

b = −5
c = 4

Ainsi, pour tout réel x stri
tement positif, u(x) = 1−
5

x
+

4

x2
soit u(x) =

x2 − 5x+ 4

x2
.
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Partie B

1. Pour x > 0,

x− 5 lnx−
4

x
=

x2 − 5x lnx− 4

x

Or lim
x→0

x2 − 5x lnx− 4 = 0− 5× 0− 4 = −4 et lim
x→0+

x = 0+ don
 lim
x→0

f(x) = −∞

2. Pour x > 0,

x− 5 lnx−
4

x
= x

(

1− 5×
lnx

x

)

−
4

x

Or lim
x→+∞

1− 5×
lnx

x
= 1− 5× 0 = 1 et lim

x→+∞

−
4

x
= 0 don
 lim

x→+∞

f(x) = +∞

3. Pour tout réel x stri
tement positif,

f ′(x) = 1− 5×
1

x
− 4×

(

−
1

x2

)

f ′(x) = 1−
5

x
+

4

x2

f ′(x) = u(x)

Après étude du dis
riminant, on obtient que x2 − 5x+ 4 est un polyn�me du se
ond degré qui s'annule en 1 et en 4 ave


a > 0 don
 :

x 0 1 4 +∞

x2
0 + + +

x2 − 5x+ 4 + 0 − 0 +

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x)

−∞

�✒
�

�

−3
❅
❅
❅❘
3− 5 ln 4

�✒
�

�

+∞

Partie C

1. D'après la question pré
édente de la partie B, u(x) ≤ 0 sur [1; 4] don
 :

A = −

∫ 4

1

u(x)dx

A = − [f(x)]4
1

A = −f(4) + f(1)
A = − (3− 5 ln 4)− 3
A = 5 ln 4− 6 u.a.

2. D'après la question pré
édente de la partie B, u(x) ≥ 0 sur [4; +∞[ don
 :

Aλ =

∫

λ

4

u(x)dx

Aλ = [f(x)]
λ

4

Aλ = f(λ)− f(4)

Aλ = λ− 5 lnλ−
4

λ
− 3 + 5 ln 4

Pour λ = 4, Aλ = 0 et lim
λ→+∞

f(λ) = +∞. De plus, la fon
tion Aλ est dérivable (d'où 
ontinue) pour λ ≥ 4 de dérivée

u(λ) ≥ 0 sur [4; +∞[ don
 Aλ est 
roissante sur [4; +∞[. Comme A ∈

[

A0; lim
λ→+∞

Aλ

[

, en appliquant le 
orollaire du

théorème des valeurs intermédiaires, on démontre qu'il existe une unique valeur de λ pour laquelle Aλ = A.

A la 
al
ulatri
e, on obtient :

λ ≃ 7, 76
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