Type bac 1: Fonctions

Eléments de correction

Exercice 1: Nouvelle-Calédonie 19 novembre 2015
1. Dans cette question, il faut comprendre que a est un parameétre et qu’il est fixé. En dérivant par rapport a x, on obtient :
fala) = e 2
De plus,
flz)=0<=e"""—2=0<=¢"""=2<=x—-a=ln2<=z=a+In2
Comme la fonction e*~% — 2 = e~ %e” — 2 est croissante sur R, on obtient :
r |—o0 a+1In2 400
fa(z) - 0 +
fa(z) 2—2a—2In2+e"
En effet,
fala+In2) = estn2-¢_9(g 4 1n2) + e
= e"2_-2¢—-2In2+e®
= 2—-2a—2In2+e?
2. Dans cette question, on cherche la plus petite valeur possible prise par le minimum m(a) = 2 —2a — 21n2+ e en fonction
de a. C’est & dire que a devient la variable! On a :
m/(a) = -2+ e
De plus,
m'(a) =0<= —2+e"=0<=e"=2<=a=1n2
Comme la fonction —2 + e® est croissante sur R, on obtient :
x —00 In2 400
m'(a) - +
m(a) 4—41n2
En effet,
m(ln2) = 2-2In2-2In2+en?
= 2—4In2+2
= 4—4In2
Ainsi ce minimum est le plus petit possible pour a = In 2.
Exercice 2: Amérique du Sud 24 novembre 2015
Partie A
1. La courbe C, passe par les points A(1; 0) et B(4; 0) donc u(1) =0 et u(4) = 0.
2. La droite D d’équation y = 1 est une asymptote & la courbe C, donc 11111 u(z) = 1.
xr—r+00
b
Or lim —=0et lim % =0donc lim wu(z) =a. On en déduit que a = 1.
r—+oo I r—+oo I r— 400
3. Pour tout réel z strictement positif,

b ¢
wt) =0 _ f Iyt =0 -5
u(4) = 0 1+9+i70 c = 4
4 16
4 2.5 4
Ainsi, pour tout réel z strictement positif, u(z) =1 — p + e soit u(z) = %
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Partie B
1. Pour =z > 0,
4 2?2 —b5xlnx—4
z—bhmhyr——= ————
x x
Or limz? —5zlnz —4=0-5x0—-4=—4et lim =07 donc lim f(z) = —co
z—0 r—0t z—0
2. Pour z > 0,
4 1 4
x—5lnx———x<1—5x£>——
x x x
. Inz . 4 .
Or lim 1-5x—=1-5x0=1et lim —— =0donc lim f(z)=4oc0
Tr—+00 €T r——+00 €T r— 400
3. Pour tout réel z strictement positif,
1 1
! = 1-5x—-——-4 ——
@) S (-%)
5
I — 1__ _
e St
fil@) = u(z)

Aprés étude du discriminant, on obtient que z? — 52 + 4 est un polynéme du second degré qui s’annule en 1 et en 4 avec
a > 0 donc :

€T 0 1 4 +00
x? + + +
z? — bz +4 + - +
f'(x) [+ - +
-3 +00
f(@) / \
—00 3—5In4

Partie C

1. D’apreés la question précédente de la partie B, u(z) < 0 sur [1;4] donc :

= - /14u(a:)dx

= —[f@N
—f4)+ f(1)
= —(3—5In4)-3
= 5In4 —6u.a.
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2. D’apres la question précédente de la partie B, u(z) > 0 sur [4;4o00[ donc :

A
Ay = /u(:z:)dx
LA
Ay = [f@)l
Ay o= f) - @)
Ay = /\—51n/\—§—3+51n4

Pour A =4, Ay =0et ,\hm f(A) = 400. De plus, la fonction Ay est dérivable (d’ot continue) pour A > 4 de dérivée

—+0o0
u(A) > 0 sur [4;+o0[ donc Ay est croissante sur [4;+oo[. Comme A € {Ao; )\lirf Ay [, en appliquant le corollaire du
—+00

théoréme des valeurs intermédiaires, on démontre qu’il existe une unique valeur de A pour laquelle A, = A.
A la calculatrice, on obtient :
A~ 17,76



