Type bac 2: Suites

Eléments de correction

Exercice 1: Polynésie 10 juin 2016

Soit u la suite définie par ug = 2 et, pour tout entier naturel n, par

Up+1 = 2Up + 2n? — n.

On considére également la suite v définie, pour tout entier naturel n, par
Un, :un—|—2n2+3n+5.

1. En C2 on entre « =B2+-2*A2x A2+3*A245» et en B3 on entre « =2*B2+-2*¥A2x A2-A2 »

2. Il semblerait que pour tout n € N, v, =7 x 2"
on aurait alors u, =7 x 2" —2n2 —3n—5car v, = up, +2n°>+3n+5

Solution 1 : Montrons par récurrence que pour tout ne N, v, =7 x 2"
Notons P, la propriété : v, =7 x 2"
Initialisation : pour n =0, vo =7 et 7x2°=7  donc la propriété P, est vérifiée.

Hérédité : Supposons que pour un entier k € N, Py soit vérifiée montrons qu’alors Py est vérifiée.
Va1 = Upy1 +2(k+ 12 +3(k+1)+5 avec upy1 = 2up +2k*> —k et up=v, —2k*—3k—5
d'ott vpp1 =2 (v —2k* =3k —5) + 2k — k+2(k+ 1) +3(k+1)+5
Soit vgt1 = 2vp —4k* — 6k — 10+ 2k — k+2k* + 4k +2+ 3k +3+5

= 2’Uk

=2x7x2k car on suppose Py, vérifiée.

=7 x 2k+1

donc si Py est vraie, P41 est vraie

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N | v, =7 x 2™,
Et donc pour tout n € N, u, = v, —2n2 —3n —-5=7x2"-2n%2 —3n -5

Solution 2 : Montrons par récurrence que pour tout n € N, u, =7x2" —2n2—-3n -5
Notons P, la propriété : u, =7 x 2" —2n? —3n —5

Initialisation : pour n =0, up=2 et 7Tx29—-2x02-3x0-5=7-5=2
donc la propriété Py est vérifiée.

Hérédité : Supposons que pour un entier k € N, Py soit vérifiée montrons qu’alors Py est vérifiée.

Up+1 = 2up + 2k% — k avec up =7 x 2 —2k%2 — 3k —5 car on suppose P, vérifiée.

On a alors w1 =2 (7 x 28 — 2k% — 3k — 5) + 2k? — k=7 x 2k — 2k2 — 7k — 10

or Tx 281 —2(k+1)2 - 3(k+1)—5=7Tx 21 —2k2 4k -2 -3k -3 -5=7x 2k —2k2 — 7k — 10
donc si P, est vraie, cela entraine que ujy; = 7 x 281 —2(k +1)2 — 3(k + 1) — 5 soit Py, est vraie

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, u, =7 x 2" — 2n2 — 3n — 5.
Et donc pour tout n € N, v, = up, +2n° +3n+5=17 x 2™
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Exercice 2: Liban 31 mai 2016
1
On consideére la fonction f définie sur I'intervalle [0; 1] par : f(z) = Tro e
e x
Partie A
1. Etudions le sens de variation de la fonction f sur Iintervalle [0; 1].

—(—1 1—x 1—x
f est dérivable sur [0 ; 1] avec pour tout z € [0; 1] : f/(z) = (1(+ 6)161)2 = a felfx)f

Pour tout z € [0 ; 1], 17 > 0 et (1 +e'7%)% > 0.
On en déduit que pour tout « € [0 ; 1], f'(x) > 0 et donc que f est strictement croissante sur [0 ; 1].

. En remarquant que e = el | et que pour tout réel 2, e=% x e = 1, on peut écrire :

1 I e’

f) = l+exe ™ (l+exe)er efte

/

u
. f est dérivable sur [0 ; 1] donc continue et est de la forme — ; elle admet donc comme primitive pour tout z € [0 ; 1]

la fonction F' définie par : F'(z) = In(e” + e).
1

On en déduit que : /1 fz)dx = {hﬁ(ex + e)]o =1In(2¢) —In(1+e¢) =In(2) + In(e) —In(l +¢) =In(2) + 1 —In(1 +e).
0

Partie B

Soit n un entier naturel. On considére les fonctions f,, définies sur [0; 1] par : f,(x)

- 1
14 nel—z’

On note C, la courbe représentative de la fonction f,, dans le plan muni d’un repére orthonormé.

1
On considére la suite de terme général u,, = / fu(z) de.
0

1.

On a tracé en annexe les courbes représentatives des fonctions f, pour n variant de 1 a 5.
1

T I140xe e
La courbe Cj représentative de la fonction fy est le segment d’équation y = 1 avec = € [0;1] .

Pour tout x € [0 ; 1], on a: fo(x)

. Soit n un entier naturel.

Pour tout z € [0; 1], on a: f,(z) = > 0. On en déduit que u,, représente 'aire sous la courbe C,, délimitée

1+ nel—=
par l'axe des abscisses, et les droites d’équations x =0 et x = 1.

1
On a en particulier ug = / lde =[z]g =1
0

. Il semble que la suite (u,,) soit décroissante car les aires sont de plus en plus petites. Démontrons-le.

Soit n un entier naturel.
1 1 B —el—®

_ _ = <0
1+(n+1el== 14+nel=  (1+nel==)(1+4 (n+1)el—2)
On en déduit que pour tout réel z € [0;1], on a : fryi1(z) < fn(z) et comme par intégration sur un intervalle, ordre

Pour tout réel z € [0; 1], ona: foi1(x) — fu(x)

1 1
est conservé, on a pour tout entier naturel n, / fryi(z)dz < / frn(x) dz et upi1 < up.
0 0

Ce qui prouve que la suite (u,) est strictement décroissante.

. Soit n un entier naturel.

Pour tout réel z € [0 ; 1], on a :f,(x) = R
ne+—*%

Ce qui prouve que la suite (u,) est minorée par 0.

1
>0 et donc/ fo(z)dz >0
0

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge et par conséquent elle admet une limite finie.
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20 = 0
On considére la suite (z,,) de nombres complexes définie pour tout entier naturel n par : 1,
Zntl = 51 X Zp + 5
Dans le plan rapporté & un repére orthonormé, on note M, le point d’affixe z,.
On considére le nombre complexe zp = 4 + 2i et A le point du plan d’affixe zx.

1. Soit (uy) la suite définie pour tout entier naturel n par w, = 2z, — za .

1
(a) Montrons que, pour tout entier naturel n, u,11 = 51 X Up,-

1 1
Pour tout entier naturel n, u,11 = 2pr1 — 2A = 51 X zp+5— (44 2i) = 51 X zp + 1 — 21
1 1 1 1
Pour tout entier naturel n, §i X Up, = §i (zn, — 2a) = §i (2, —4—2i) = 51 X zp +1— 21

1
Et pour tout entier naturel n, u,4+; = 51 X Uy -

1 n
(b) On va démontrer par récurrence que, pour tout n, la propriété P, 51) (—4 — 2i) est vraie.

1 n 1 0
o Initialisation : ug = 20 — 24 = —24 = —4 — 2i; pour n =0, (51) (—4—2i) = (51) (—4—2i)=—-4-2i
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

1 p
e Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang quelconque p < 0, c’est-a-dire <§1> (—4 — 2i); on va la
démontrer au rang p + 1.

1 1 1.\? 1\ P!
Up+1 = §iun = 51 X <§1> (*4 — 21) = <§1> (—4 — 21)

Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

e La propriété est vraie au rang 0, elle est héréditaire, donc, d’aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour
tout entier naturel n.

1 n
Pour tout entier naturel n, u, = (51) (—4 — 2i)

2. Démontrons que, pour tout entier naturel n, les points A, M,, et M,, 4 sont alignés.

o
Le vecteur AM,, a pour affixe u,, = 2z, — za, et le vecteur AM,,14 a pour affixe up 4 = 244 — 2.

n+4 n
1
Mais d’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n, t,4+4 = (51) (—4 — 2i) et u, = (51) (—4 — 2i).

4
1
On en déduit que pour tout entier naturel n, u,414 = (—i) Uy -

2
4
1 1
Mais | =i| = —
2 16
1

1 —
On en déduit que pour tout entier naturel n, u,414 = 1—6un et AMytq = EAM"

Ce qui prouve que, pour tout entier naturel n, les vecteurs sont colinéaires et par conséquent les points A, M,, et M, 14
sont alignés.



