
Type bac 2: Suites

Éléments de correction

Exercice 1: Polynésie 10 juin 2016

Soit u la suite définie par u0 = 2 et, pour tout entier naturel n, par

un+1 = 2un + 2n2
− n.

On considère également la suite v définie, pour tout entier naturel n, par

vn = un + 2n2 + 3n+ 5.

1. En C2 on entre « =B2+2*A2×A2+3*A2+5 » et en B3 on entre « =2*B2+2*A2×A2-A2 »

2. Il semblerait que pour tout n ∈ N , vn = 7× 2n

on aurait alors un = 7× 2n − 2n2 − 3n− 5 car vn = un + 2n2 + 3n+ 5

Solution 1 : Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N , vn = 7× 2n

Notons Pn la propriété : vn = 7× 2n

Initialisation : pour n = 0 , v0 = 7 et 7× 20 = 7 donc la propriété P0 est vérifiée.

Hérédité : Supposons que pour un entier k ∈ N, Pk soit vérifiée montrons qu’alors Pk+1 est vérifiée.
vk+1 = uk+1 + 2(k + 1)2 + 3(k + 1) + 5 avec uk+1 = 2uk + 2k2 − k et uk = vk − 2k2 − 3k − 5

d’où vk+1 = 2
(

vk − 2k2 − 3k − 5
)

+ 2k2 − k + 2(k + 1)2 + 3(k + 1) + 5

Soit vk+1 = 2vk − 4k2 − 6k − 10 + 2k2 − k + 2k2 + 4k + 2 + 3k + 3 + 5
= 2vk
= 2× 7× 2k car on suppose Pk vérifiée.
= 7× 2k+1

donc si Pk est vraie, Pk+1 est vraie

Conclusion : D’après le principe de récurrence, pour tout n ∈ N , vn = 7× 2n.
Et donc pour tout n ∈ N , un = vn − 2n2 − 3n− 5 = 7× 2n − 2n2 − 3n− 5

Solution 2 : Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N , un = 7× 2n − 2n2 − 3n− 5

Notons Pn la propriété : un = 7× 2n − 2n2 − 3n− 5

Initialisation : pour n = 0 , u0 = 2 et 7× 20 − 2× 02 − 3× 0− 5 = 7− 5 = 2

donc la propriété P0 est vérifiée.

Hérédité : Supposons que pour un entier k ∈ N, Pk soit vérifiée montrons qu’alors Pk+1 est vérifiée.
uk+1 = 2uk + 2k2 − k avec uk = 7× 2k − 2k2 − 3k − 5 car on suppose Pk vérifiée.
On a alors uk+1 = 2

(

7× 2k − 2k2 − 3k − 5
)

+ 2k2 − k = 7× 2k+1 − 2k2 − 7k − 10

or 7× 2k+1 − 2(k + 1)2 − 3(k + 1)− 5 = 7× 2k+1 − 2k2 − 4k − 2− 3k − 3− 5 = 7× 2k+1 − 2k2 − 7k − 10

donc si Pk est vraie, cela entraîne que uk+1 = 7× 2k+1 − 2(k + 1)2 − 3(k + 1)− 5 soit Pk+1 est vraie

Conclusion : D’après le principe de récurrence, pour tout n ∈ N , un = 7× 2n − 2n2 − 3n− 5.
Et donc pour tout n ∈ N , vn = un + 2n2 + 3n+ 5 = 7× 2n.
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Exercice 2: Liban 31 mai 2016

On considère la fonction f définie sur l’intervalle [0 ; 1] par : f(x) =
1

1 + e1−x
.

Partie A

1. Étudions le sens de variation de la fonction f sur l’intervalle [0 ; 1].

f est dérivable sur [0 ; 1] avec pour tout x ∈ [0 ; 1] : f ′(x) =
−(−1)e1−x

(1 + e1−x)2
=

e1−x

(1 + e1−x)2
.

Pour tout x ∈ [0 ; 1], e1−x > 0 et (1 + e1−x)2 > 0.
On en déduit que pour tout x ∈ [0 ; 1], f ′(x) > 0 et donc que f est strictement croissante sur [0 ; 1].

2. En remarquant que e = e1 , et que pour tout réel x, e−x × ex = 1, on peut écrire :

f(x) =
1

1 + e × e−x
=

ex

(1 + e × e−x)ex
=

ex

ex + e
.

3. f est dérivable sur [0 ; 1] donc continue et est de la forme
u′

u
; elle admet donc comme primitive pour tout x ∈ [0 ; 1]

la fonction F définie par : F (x) = ln(ex + e).

On en déduit que :
∫ 1

0

f(x) dx =
[

ln(ex + e)
]1

0

= ln(2e)− ln(1 + e) = ln(2) + ln(e)− ln(1 + e) = ln(2) + 1− ln(1 + e).

Partie B

Soit n un entier naturel. On considère les fonctions fn définies sur [0 ; 1] par : fn(x) =
1

1 + ne1−x
.

On note Cn la courbe représentative de la fonction fn dans le plan muni d’un repère orthonormé.

On considère la suite de terme général un =

∫ 1

0

fn(x) dx.

1. On a tracé en annexe les courbes représentatives des fonctions fn pour n variant de 1 à 5.

Pour tout x ∈ [0 ; 1], on a : f0(x) =
1

1 + 0× e1−x
= 1.

La courbe C0 représentative de la fonction f0 est le segment d’équation y = 1 avec x ∈ [0; 1] .

2. Soit n un entier naturel.

Pour tout x ∈ [0 ; 1], on a : fn(x) =
1

1 + ne1−x
> 0. On en déduit que un représente l’aire sous la courbe Cn délimitée

par l’axe des abscisses, et les droites d’équations x = 0 et x = 1.

On a en particulier u0 =

∫ 1

0

1 dx = [x]10 = 1

3. Il semble que la suite (un) soit décroissante car les aires sont de plus en plus petites. Démontrons-le.
Soit n un entier naturel.

Pour tout réel x ∈ [0 ; 1], on a : fn+1(x)− fn(x) =
1

1 + (n+ 1)e1−x
−

1

1 + ne1−x
=

−e1−x

(1 + ne1−x)(1 + (n+ 1)e1−x)
< 0.

On en déduit que pour tout réel x ∈ [0; 1], on a : fn+1(x) < fn(x) et comme par intégration sur un intervalle, l’ordre

est conservé, on a pour tout entier naturel n,
∫ 1

0

fn+1(x) dx <

∫ 1

0

fn(x) dx et un+1 < un.

Ce qui prouve que la suite (un) est strictement décroissante.

4. Soit n un entier naturel.

Pour tout réel x ∈ [0 ; 1], on a :fn(x) =
1

1 + ne1−x
> 0 et donc

∫ 1

0

fn(x) dx > 0

Ce qui prouve que la suite (un) est minorée par 0.
La suite (un) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge et par conséquent elle admet une limite finie.
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On considère la suite (zn) de nombres complexes définie pour tout entier naturel n par :

{

z0 = 0

zn+1 =
1

2
i × zn + 5

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on note Mn le point d’affixe zn.
On considère le nombre complexe zA = 4 + 2i et A le point du plan d’affixe zA.

1. Soit (un) la suite définie pour tout entier naturel n par un = zn − zA .

(a) Montrons que, pour tout entier naturel n, un+1 =
1

2
i × un.

Pour tout entier naturel n, un+1 = zn+1 − zA =
1

2
i × zn + 5− (4 + 2i) =

1

2
i × zn + 1− 2i.

Pour tout entier naturel n,
1

2
i × un =

1

2
i (zn − zA) =

1

2
i (zn − 4− 2i) =

1

2
i × zn + 1− 2i.

Et pour tout entier naturel n, un+1 =
1

2
i × un.

(b) On va démontrer par récurrence que, pour tout n, la propriété Pn :

(

1

2
i

)n

(−4− 2i) est vraie.

• Initialisation : u0 = z0 − zA = −zA = −4− 2i ; pour n = 0,

(

1

2
i

)n

(−4− 2i) =

(

1

2
i

)0

(−4− 2i) = −4− 2i

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

• Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang quelconque p 6 0, c’est-à-dire

(

1

2
i

)p

(−4 − 2i) ; on va la

démontrer au rang p+ 1.

up+1 =
1

2
iun =

1

2
i ×

(

1

2
i

)p

(−4− 2i) =

(

1

2
i

)p+1

(−4− 2i)

Donc la propriété est vraie au rang p+ 1.

• La propriété est vraie au rang 0, elle est héréditaire, donc, d’après le principe de récurrence, elle est vraie pour
tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, un =

(

1

2
i

)n

(−4− 2i)

2. Démontrons que, pour tout entier naturel n, les points A, Mn et Mn+4 sont alignés.

Le vecteur
−−−→
AMn a pour affixe un = zn − zA, et le vecteur

−−−−−→
AMn+4 a pour affixe un+4 = zn+4 − zA.

Mais d’après la question précédente, pour tout entier naturel n, un+4 =

(

1

2
i

)n+4

(−4− 2i) et un =

(

1

2
i

)n

(−4− 2i).

On en déduit que pour tout entier naturel n, un+4 =

(

1

2
i

)4

un.

Mais

(

1

2
i

)4

=
1

16

On en déduit que pour tout entier naturel n, un+4 =
1

16
un et

−−−−−→
AMn+4 =

1

16

−−−→
AMn

Ce qui prouve que, pour tout entier naturel n, les vecteurs sont colinéaires et par conséquent les points A, Mn et Mn+4

sont alignés.
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